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Thema: Raytracing von Distanzfeldern

Eine der grundlegenden Techniken der Computergrafik ist das Raytracing. Generell werden hierbei Daten als
Polygone  dargestellt.  Eine  andere  Variante  ist  ein  Distanzfeld,  bei  dem für  jeden  Punkt  die  Distanz  zur
nächstgelegenen  Oberfläche  bereitgestellt  wird.  Dies  erlaubt  eine  Vielzahl  von  Effekten,  die  für
Polygonmodelle schwer zu realisieren sind, wie etwa die Schnittmenge mehrere Modelle. Weiterhin können
auch  sehr  komplexe  Objekte,  wie  Fraktale  oder  implizite  Oberflächen,  ohne  gesonderte  Vorverarbeitung
dargestellt werden. 

Ziel  dieser  Arbeit  ist  es,  die  verschiedenen Verfahren zum Rendern und Erzeugen von Distanzfeldern zu
analysieren und mindestens ein geeignetes zu implementieren. Dabei sollen sowohl Vor- und Nachteile als
auch die Möglichkeiten und Grenzen aufgezeigt werden. Ein besonderes Augenmerk soll dabei auf implizite
Oberflächen gelegt werden.
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1. Einarbeitung

2. Recherche und Analyse bestehender Verfahren

3. Auswahl geeigneter Verfahren

4. Prototypische Implementierung

5. Vergleich und Bewertung der Verfahren

6. Dokumentation der Ergebnisse 
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Zusammenfassung

Eine der grundlegenden Entscheidungen bei der Entwicklung eines Sys-
tems ist die Darstellung der Daten. Üblicherweise werden in der Com-
putergrafik Objekte durch Dreiecke dargestellt. Allerdings existieren viele
weitere Varianten, welche andere Stärken und Schwächen besitzen. In die-
ser Arbeit soll die Repräsentation von Objekten durch Distanzfelder un-
tersucht werden. Distanzfelder sind Funktionen, welche für jeden Raum-
punkt die Distanz zum nächsten Oberflächenpunkt angeben. Aus dieser
einfachen Beschreibung lassen sich viele interessante Eigenschaften ablei-
ten, welche zur Darstellung einer Vielzahl von Formen, Operationen und
Effekten genutzt werden können. Es wird ein Überblick über die Hinter-
gründe und Methoden des Distanzfeld-Renderings gegeben. Weiterhin wer-
den verschiedene neue oder erweiterte Ansätze vorgestellt, etwa zur Dar-
stellung impliziter Oberflächen, approximativer indirekter Beleuchtung oder
einer GPU Implementation.



Abstract

One of the fundamental decisions during the development of any system is
the representation of data. In computer graphics, objects are usually repre-
sented as sets of triangles. There are however many different variants with
their own strengths and weaknesses. This thesis will explore distancefields
as a representation for objects. Distancefields are functions, which map ev-
ery point in space to the distance to the closest surface point. While this de-
scription is very simple, a number of interesting properties can be derived,
allowing for a multitude of shapes, operations and effects. An overview of
the necessary background and methods is given. Furthermore, some ex-
tended or new approaches are presented, such as displaying implicit sur-
faces, approximating indirect illumination or implementing a GPU tracer.
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1 Einleitung

In der Computergrafik ist es üblich, Objekte als Menge von Dreiecken dar-
zustellen. Diese einfache Repräsentation erlaubt eine einheitliche Beschrei-
bung und effiziente Verarbeitung durch Grafikkarten. Zur genauen Dar-
stellung von abgerundeten Oberflächen sind allerdings große Mengen an
Dreiecken nötig. Obwohl Grafikkarten optimiert sind, ist es schwierig, für
einen gegebenen Punkt Informationen über die Umgebung zu erhalten.
Auch ist es nur mit komplexen Algorithmen möglich, mehrere Objekte zu
kombinieren, beispielsweise mittels Vereinigung oder Schnittmenge. Sol-
che Operationen erlauben allerdings eine einfache Art der Modellierung.
Eine weitere Möglichkeit der Objektrepräsentation ist ein Distanzfeld. Dies
ist eine Funktion, welche für jeden Punkt im Raum angibt, wie weit ent-
fernt dieser von der nächsten Oberfläche ist. Während solch eine Funktion
auf den ersten Blick sehr unscheinbar wirkt, lassen sich erstaunlich viele
Dinge damit erreichen. So reichen die Effekte von der Modellierung, wo
Schnittmenge oder Vereinigung einer einzigen Rechenoperation entspre-
chen, über Text Darstellung [1] bis hin zu modernen Techniken wie Am-
bient Occlusion oder weichen Schatten in Echtzeit [2]. Diese Arbeit soll
einen Überblick über die Grundlagen von Distanzfeldern geben und ver-
schiedene Techniken vorstellen, die mit anderen Darstellungsarten wesent-
lich aufwendiger wären. Es werden Beispiele und Ansätze gezeigt, welche
Distanzfelder auch für Echtzeit-Rendering attraktiv machen. Da selten ei-
ne Methode der Datenrepräsentation für alle Anwendungsfälle optimal ist,
wird an geeigneten Stellen auch auf Nachteile eingegangen.

2 Grundlagen

Dieser Abschnitt gibt einen kurzen Überblick über die verwendete Notati-
on, sowie das grundsätzliche Prinzip eines Raytracing Verfahrens.

2.1 Notation

Vektoren werden generell klein und fett geschrieben. Punkte haben die
gleiche Schreibweise, wobei nicht explizit zwischen Punkt und dem da-
zugehörigen Ortsvektor unterschieden wird. Einzelne Komponenten eines
Vektors werden durch einen Index gekennzeichnet. So ist beispielsweise
die zweite Komponente eines Vektors x geschrieben als x2. Da zwei- und
dreidimensionale Vektoren im weiteren Verlauf von besonderer Bedeutung
sind, wird auch auf die Indizierung der passenden Koordinatenachse zu-
rückgegriffen. Die x-Koordinate eines Punktes p könnte etwa geschrieben
werden als px.
Ein hochgestellter Index wird zur Unterscheidung von Vektoren verwen-
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det. Da keine Potenzen definiert sind, führt dies zu keiner Verwechslung.
Für Skalare gilt die übliche Notation mit tiefgestelltem Index.
Oft kommt es vor, dass nur eine Teilmenge der Koordinaten eines Vektors
als eigenständiger Vektor verwendet wird. So lässt sich ein zweidimensio-
naler Vektor aus einem dreidimensionalen bilden, indem die letzte Koordi-
nate gestrichen wird. Dazu wird hier die π Funktion eingeführt.

π(i1,...,ik) : Rn → Rk (1)

π(i1,...,ik)(x) =

xi1
...

xik

 (2)

Das vorhergehende Beispiel ließe sich dann schreiben als π(1,2)(x). Wichtig
ist hier, dass die Reihenfolge der gewählten Indizes von Bedeutung ist, also
generell etwa π(1,2) 6= π(2,1) ist.
Falls es vom Kontext ersichtlich oder irrelevant ist, welche Dimensionali-
tät die beteiligten Elemente haben, wird eine explizite Benennung der In-
dexbereiche ausgelassen. So ließe sich etwa ein Vektor definieren, dessen
Komponenten gleich dem Betrag der entsprechenden Komponenten eines
anderen Vektors sind, als

yi = |xi| (3)

Je nach Kontext wäre i = 1, . . . , 3 oder i = 1, . . . , n. Die explizite Schreib-
weise ist:

yi = |xi| i = 1, . . . , n (4)

2.2 Raytracing

Raytracing ist ein grundlegendes Verfahren der Computergrafik. Es ba-
siert auf der geometrischen Optik. Licht verbreitet sich über Strahlen, wel-
che mit dem Computer nachverfolgt werden. Ein einfacher Raytracer be-
steht aus einer Kamera, einer Menge von Objekten und einer Menge von
Punktlichtquellen. Beginnend von der Kamera werden einzelne Strahlen
für jeden Pixel ausgesendet. Für einen Strahl wird der Schnittpunkt mit
dem nächstgelegenen Objekt der gegebenen Szene berechnet. Von diesem
Schnittpunkt aus wird das ankommende Licht aller gegebenen Punktlicht-
quellen gesammelt. Dazu wird mit jeweils einem weiteren Strahl getestet,
ob die Lichtquellen sichtbar sind. Die sichtbaren Lichter werden dann mit
einem gegebenen Beleuchtungsmodell verrechnet. Diese Idee kann auf vie-
le Weisen erweitert werden. Statt Punktlichtquellen können beliebige Ob-
jekte oder Teile von Objekten als Lichtemitter genutzt werden. Weiterhin
kann indirekte Beleuchtung, von nicht leuchtenden Oberflächen reflektier-
tes Licht, zugelassen werden. Diese Erweiterung erfordert dann, dass nicht
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nur ein Strahl von einem Punkt ausgesendet wird, sondern beliebig viele,
sodass die ganze obere Hemisphäre (oder auch die untere bei Refraktion)
abgedeckt ist. Eine Formulierung dieses Vorgangs ist durch die Rendering
Equation [3] gegeben:

I(x,x′) = g(x,x′)(ε(x,x′) +

∫
S
ρ(x,x′,x′′)I(x′,x′′)dx′′) (5)

I(x,x′) gibt die Intensität des Lichtes an, die von einem Punkt x′ zu einem
Punkt x transportiert wird. g ist ein geometrischer Term, der Sichtbarkeit
oder Abstand enthält. ρ(x,x′,x′′) gibt die indirekte Beleuchtung an, die x
über x′ von x′′ erhält. S entspricht der Menge aller Oberflächenelemente.
Die gesamte bei x eintreffende Intensität ergibt sich durch Integration über
S von I(x,x′). Eine weitere Formulierung nutzt Richtungen statt Oberflä-
chenelementen und geht zurück auf [4]. Eine Integralversion lautet [5]:

L(x, ωo) = L(x, ωo) +

∫
Ω
L(x′, ωi) fr(x, ωi, ωo)|ωi · n|dωi (6)

ω ist dabei eine Richtung, die Indizes i und o bedeuten ”eingehend” und
”ausgehend”. fr ist die bidirektionale Reflektanzverteilung und n die Nor-
male am Punkt x. Auch hier wird wieder über die Kugel oder Halbkugel
integriert. Dieses Integral wird numerisch etwa durch Abtasten der He-
misphäre und Aussenden von Strahlen in diese Richtungen gelöst. Die
Rekursion im Inneren von Gleichung 6 sorgt für die Aufnahme von in-
direktem Licht. Bei einer Berechnung wird dann die maximale Indirekti-
on angegeben. Weitere Verfahren, die sogenannten Pathtracer, basieren auf
Monte-Carlo Methoden der Stochastik. Hier wird nicht für jeden Punkt ei-
ne große Menge von Strahlen ausgesandt, sondern stets nur ein zufälliger.
Dieser Vorgang wird viele Male wiederholt und die Ergebnisse gemittelt.
Für einen umfassenderen Einstieg, siehe etwa [5]. Der in Abschnitt 5 vor-
gestellte Algorithmus ist eine spezielle Version einer Schnittpunktsuche.
Dementsprechend lassen sich Distanzfelder auch für beliebige Ray- und
Pathtracer nutzen. Dementsprechend können alle Ergebnisse zur Modellie-
rung der Beleuchtung ohne Änderung auch für Distanzfelder genutzt wer-
den. Da genauere Lösungen der gerade knapp vorgestellten Modelle sehr
aufwendig sind, waren sie für lange Zeit nur für vorberechnete Bilder nutz-
bar. Mit der Entwicklung moderner GPUs ist es jedoch auch immer mehr
möglich, die Berechnungen in Echtzeit durchzuführen, siehe beispielsweise
[6]. In Abschnitt 7.2 und den Tests in Abschnitt 8 wird auch darauf einge-
gangen, wie Distanzfelder mithilfe der GPU dargestellt werden können.

3 Distanzfelder

Im Folgenden wird ein Überblick über Distanzfelder gegeben. Dabei wird
darauf eingegangen, was ein Distanzfeld ist. Es wird besprochen, wie Di-
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stanzfelder für verschiedene Effekte kombiniert werden können. Außer-
dem werden Formeln und Erklärungen zum Berechnen von Distanzfeldern
für einige Beispiele gezeigt.

3.1 Was sind Distanzfelder?

Eine Möglichkeit, Objekte zu repräsentieren, ist ein Distanzfeld. Dieses Feld
ist definiert für Punkte in Raum oder Ebene und gibt die Entfernung die-
ser Punkte zum gegebenen Objekt an. Im Folgenden wird im Allgemeinen
vom Rn ausgegangen, jedoch für viele Erklärungen speziell der R2 oder R3

gewählt, etwa für besondere Transformationen oder Objekte. Ein Objekt O
ist eine Teilmenge des Raums.

O ⊂ Rn (7)

Allgemein lässt sich mit einem geeigneten Abstandsmaß ‖.‖ ein Distanz-
feld dO zum Objekt O definieren als

dO : Rn → R (8)
dO(x) = min

p∈O
‖x− p‖ (9)

Es sind allerdings auch weitere Charakterisierungen möglich. dO ordnet al-
so jedem Raumpunkt den kleinsten Abstand zu allen Punkten im gegebe-
nen Objekt zu. Aus dieser Definition ist sofort ersichtlich, dass jeder Raum-
punkt, welcher dem Objekt angehört, den Wert 0 von d zugewiesen be-
kommt, während alle anderen Werte größer als 0 sein müssen. Das Objekt
entspricht damit der Nullstellenmenge seines Distanzfeldes, beziehungs-
weise der Niveaumenge von d zum Wert 0.

O = {x ∈ Rn|dO(x) = 0}
= d−1

O (0)
(10)

Durch diese nicht-explizite Beschreibung sind Distanzfunktionen eine Klas-
se von impliziten Funktionen, auf welche in 3.3.5 näher eingegangen wird.
Diese haben im Allgemeinen nicht die Einschränkung, eine exakte Distanz
anzugeben. Die grundsätzliche Vorgehensweise zum Raytracing eines Di-
stanzfeldes besteht mit dieser Grundlage daraus, entlang eines Strahls die
erste Nullstelle von do zu bestimmen. Dadurch, dass für jeden Punkt be-
kannt ist, wie nah der nächste mögliche Objektpunkt ist, kann der Strahl
wesentlich schneller abgesucht werden. Hierauf wird genauer in 5 ein-
gegangen. Im weiteren Verlauf wird auf den Index der Distanzfunktion
verzichtet, solange nicht explizit zwischen verschiedenen Objekten unter-
schieden wird.
Aus Definition 8 geht hervor, dass die Art der darstellbaren Objekte sehr
beliebig ist, solange ein Abstand berechnet werden kann. Dies erlaubt eine
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Vielzahl von Operationen und Objekten, die mit traditionelleren Verfah-
ren weitaus komplexer oder kaum möglich wären. Genaueres dazu folgt in
späteren Abschnitten.
Bei der Modellierung werden Körper meist durch ihre Oberflächen defi-
niert. Dies erlaubt etwa die Definition einer Normalen für Punkte auf dem
Körper, um die Beleuchtung zu berechnen. Dreidimensionale Körper kön-
nen dabei eine Ausdehnung im Raum haben. Dementsprechend teilen sie
den Raum auf in Äußeres und Inneres. Das bisherige Distanzfeld ignoriert
diese Unterscheidung, kann aber leicht erweitert werden. Ein signiertes Di-
stanzfeld s ist negativ im inneren und positiv im äußeren Bereich (je nach Li-
teratur kann dies auch andersherum definiert sein). Der Betrag entspricht
dabei dem unsignierten Distanzfeld.

s(x) =

{
−d(x) , falls x ∈ O◦

d(x) sonst
(11)

Hierbei bezeichnet ◦ das innere einer Menge. Der Gradient der signier-

(a) Beispielhaftes 2D Distanzfeld von
drei Objekten

(b) Eingefärbte Version des Distanz-
feldes. Die Färbung erfolgt durch
einen einfachen Distanztest

Abbildung 1: Beispiel eines Distanzfeldes in 2D. Alle Pixel mit einer gewissen ab-
soluten Distanz wurden im zweiten Bild eingefärbt

ten Distanzfunktion liefert am Rand des Objekts die normalisierte Nor-
male. Für die später angesprochenen nicht exakten Distanzfunktionen ist
die Normale nicht unbedingt normalisiert. Anschaulich kann dies dadurch
verdeutlicht werden, dass der Gradient in die Richtung der größten Ände-
rung zeigt. Da die Umgebung auf der Oberfläche um einen Punkt den glei-
chen Wert wie der Punkt hat, nämlich 0, ist entlang der Oberfläche keine
Änderung. Außerdem muss sie nach außen zeigen, da die Werte außerhalb
des Objekts positiv und innerhalb negativ sind. Genauer kann dies gezeigt
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werden, indem eine beliebige Kurve γ auf der Oberfläche um einen Punkt
betrachtet wird, siehe etwa [7, Kapitel 14.2]. Da die Kurve auf der Oberflä-
che liegt, gilt s(γ(t)) = 0. Differentiation beider Seiten ergibt

d

dt
(s(γ(t))) =

d

dt
0

∇(s(γ(t))) · d
dt

γ(t) = 0

(12)

Da die Ableitung einer Kurve der Tangente entspricht, also auf der Oberflä-
che am Punkt liegt, und das obige Skalarprodukt 0 ergibt, steht der Gradi-
ent der Distanzfunktion senkrecht auf der Tangente. Da dies für jede belie-
bige Kurve gilt, steht der Gradient also allgemein senkrecht auf der Ober-
fläche.
Falls die Oberfläche glatt genug ist, kann davon ausgegangen werden, dass
die Normale auch in einem kleinen Bereich noch ungefähr gleich ist. Dies
folgt direkt aus den Ergebnissen in [8]. Dadurch kann gewährleistet wer-
den, dass die Beleuchtung auch dann noch korrekt funktioniert, falls et-
wa durch Genauigkeitsprobleme der Oberflächenpunkt nur ungefähr be-
stimmt wird.
Im Allgemeinen sind exakte Distanzfunktionen zu bevorzugen, da diese
eine schnellere Konvergenz beim Sphere Tracing Verfahren erlauben, was
in 5 genauer erläutert wird. In manchen Fällen ist es nicht oder nur schwer
möglich, eine exakte Distanz zu errechnen, beispielsweise bei den allgemei-
nen impliziten Oberflächen in Abschnitt 3.3.5. In solchen Fällen reicht ein
approximatives Distanzfeld aus, welches ungefähr einem exakten entspre-
chen sollte. Je nach Unsicherheit in der Approximation können die Para-
meter des Verfahrens angepasst werden. Eine wichtige Klasse von Distanz-
feldern sind jene, die stets kleiner oder gleich der exakten sind. Nach Hart
in [9] werden diese Funktionen ”signed distance bound”, also signierte Di-
stanzschranken genannt.

| f(x)| ≤ | s(x)| (13)

Falls also eine solche Funktion f gefunden werden kann, ist dies bereits aus-
reichend zur korrekten Darstellung. Hierunter fallen etwa die von Hart ge-
nauer beschriebenen Lipschitz stetigen Funktionen. Das sind solche Funk-
tionen, deren Änderungsrate beschränkt ist.

| f(x)− f(y)| ≤ L ‖x− y‖ (14)

L ≥ 0 wird Lipschitz Konstante genannt [10, Kapitel 19.2]. Sie gibt an, wie
stark der Funktionswert sich maximal ändern kann, abhängig vom Ab-
stand der Funktionswerte. Hart hat gezeigt, dass durch diese Konstante
automatisch eine Distanzschranke definiert werden kann. Liege der Punkt
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y auf der Oberfläche, so gilt s(y) = 0. Eine gegebene Funktion f sei Lip-
schitz mit Konstante L und erfülle ebenfalls f(y) = 0. Dann gilt

| f(x)| = | f(x)− f(y)|
≤ L ‖x− y‖
= L| s(x)|

(15)

Daraus erfolgt durch Division durch L

1

L
| f(x)| ≤ | s(x)| (16)

Dieses Vorgehen erlaubt auch die Transformation von Objekten im Defini-
tionsbereich. Durch den Schrankensatz für vektorwertige Funktionen kann
eine geeignete Lipschitz Konstante gefunden werden als [11, Kapitel 21.5]

L = max
x∈Rn

∥∥∥∥ d

dx
T(x)

∥∥∥∥ (17)

d
dx bezeichnet hier die Jacobi Matrix. Für die Wahl einer Norm für Matri-
zen gibt es mehrere Möglichkeiten, wobei die gewählte mit der Vektornorm
verträglich sein sollte. Verträglichkeit bedeutet, dass ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖ gilt.
Zwei dieser Normen sind die Spektralnorm und die Frobeniusnorm. Die
Spektralnorm ‖.‖2 ist von der euklidischen Vektornorm induziert und er-
laubt die kleinste Abschätzung des obigen Produktes. Sie ist definiert als
Wurzel des Spektralradius’ der Matrix, also dem betragsmäßig größtem
Eigenwert von AHA, wobei AH die adjungierte Matrix von A ist. Für ei-
ne symmetrische Matrix vereinfacht sich die Spektralnorm zum Betrag des
betragsmäßig größten Eigenwertes. Die Frobeniusnorm ‖.‖F ist nicht in-
duziert, aber ähnelt vom Aufbau der euklidischen Vektornorm. Sie ist defi-
niert als Wurzel aller quadrierten Elemente und ist dementsprechend leich-
ter zu errechnen als die Spektralnorm. Weiteres zu den Eigenschaften findet
sich unter anderem in [10, Kapitel 11.3].
Die Bedingung an den Bereich, über den maximiert wird, lässt sich auf
verschiedene Weisen abschwächen. Falls der Bereich der Szene bekannt
oder manuell festgelegt wird, muss nicht global optimiert werden, son-
dern es reicht, die Optimierung auf den darzustellenden Bereich zu be-
schränken. Dies hat den weiteren Vorteil, dass auch Funktionen betrach-
tet werden können, welche global unbeschränkt sind. Problematisch ist al-
lerdings für beide Varianten die praktische Berechnung, da die Schranken
eventuell sehr groß werden können. Nach der Ungleichung 16 wird durch
diese Schranke geteilt. Da nur mit begrenzter Genauigkeit gerechnet wird,
kann dies dafür sorgen, dass viel zu große Werte unter eine Schranke fallen,
wo sie als 0 angesehen werden, was zu vorzeitigen Schnittpunkten führen
würde. Außerdem sorgen kleine Schranken für sehr kleine Schrittweiten
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des Verfahrens, wie in Abschnitt 5 genauer beschrieben wird. Aus diesem
Grund könnte es sinnvoll sein, eine hierarchische Struktur zu wählen, bei
der verschiedene Konstanten für größer werdende Bereiche berechnet wer-
den.

3.2 Operationen

Ein großer Vorteil der Darstellung von Objekten als Distanzfeld ist die Mög-
lichkeit, gegebene Distanzfelder zu transformieren oder miteinander zu
kombinieren. Dies reicht von einfachen Operationen wie Drehung oder
Skalierung bis zu komplexen Effekten wie Schnittmengen verschiedener
Objekte oder Deformationen. Dabei ist keine zusätzliche Vorverarbeitung
von Nöten, es müssen nur die Werte oder Argumente von gegebenen Di-
stanzfunktionen angepasst werden. Im Folgenden werden zwei Arten von
Operationen betrachtet. Zum einen solche, die direkt auf den Distanzfel-
dern arbeiten, zum anderen diejenigen, welche auf den Definitionsbereich
wirken.

3.2.1 Operationen auf Distanzfeldern

Ein Einsatzgebiet der Distanzfelder ist CSG (Constructive Solid Geometry).
Hierbei werden komplexe Objekte durch geschicktes Kombinieren einfa-
cherer erzeugt. Ein Beispiel ist eine Halbkugel, welche als Schnittmenge
einer Kugel und eines Quaders entsteht. In [12] sind die dafür relevanten
Operationen bewiesen, welche im Folgenden erläutert werden. Analog zu
Mengenverknüpfungen lassen sich Vereinigung, Schnittmenge und Kom-
plement definieren. Es seien zwei Objekte A und B mit zugehörigen Di-
stanzfunktionen sA und sB gegeben. Bei der Vereinigung von zwei Objek-
ten liegt jeder Punkt im neuen Objekt, der im ersten oder im zweiten liegt.
Außerhalb beider Objekte entspricht die Distanz dem nächsten, also dem
kleineren der beiden Distanzwerte. Befindet sich ein Punkt in einem, aber
nicht im anderen Objekt, so muss offensichtlich der negative Wert genutzt
werden. Falls der Punkt in beiden Objekten liegt, so muss der größte abso-
lute Abstand ausgewählt werden, was dem kleineren der beiden negativen
Werte entspricht. Zusammengefasst gilt also

sA∪B (x) = min(sA(x), sB (x)) (18)

Eine analoge Argumentation lässt sich für die Schnittmenge der Objekte
machen und führt darauf, dass stets der maximale Wert ausgewählt wer-
den muss.

sA∩B (x) = max(sA(x), sB (x)) (19)

Bei den durch die Distanzfunktionen definierten Objekten ist der Rand be-
stimmt durch die Gleichung s(x) = 0, was zum Objekt zugehörig gesehen
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wird. Als Komplement des Objekts A sei im Folgenden das Komplement
des Inneren A◦ definiert, sodass der Rand auch zum komplementären Ob-
jekt gehört, geschrieben als AC . Dies erlaubt eine sehr einfache Definition,
die daraus besteht, Inneres und Äußeres zu vertauschen.

sAC (x) = sRn\A◦(x)

= − sA(x)
(20)

Daraus folgt auch direkt eine Formel für die Subtraktion eines Objektes
von einem anderen. Dies kann ausgedrückt werden als Schnittmenge des
ersten Objektes und dem Komplement des zweiten.

sA\B (x) = sA∩BC (x)

= max(sA(x),− sB (x))
(21)

Eine interessante Operation ist eine Variante der Vereinigung. Unter ande-
rem ist es bei vielen natürlichen Objekten nicht wünschenswert, dass har-
te Kanten zu sehen sind. Es entspricht eher der Erwartung, dass Formen
weich ineinander übergehen. Mit Distanzfeldern kann dies auf verschiede-
ne Weisen gelöst werden. Generell besteht das Vorgehen daraus, die Mi-
nimumsoperation, durch eine differenzierbare Approximation zu ersetzen.
In [12] ist etwa zu finden:

sminp(x) = (sA(x)
−p, sB (x)

−p)
− 1

p (22)

Dabei ist p eine positive reelle Zahl. Weitere Möglichkeiten und die Be-
zeichnung smin finden sich beispielsweise in [13], wovon eine im Folgen-
den gezeigt wird.

smink(x) = −
log(exp(−k sA(x)) + exp(−k sB (x))

k
(23)

smin steht dabei für ”Smooth minimum”. In Abbildung 2 wird der Unter-
schied zwischen Vereinigung und weicher Vereinigung (Blending) gezeigt.

3.2.2 Operationen auf dem Definitionsbereich

Während die vorhergehenden Operationen direkt auf den Werten der Di-
stanzen operieren, ist es auch möglich auf dem Wertebereich zu arbeiten.
Sei eine Transformation T : Rn → Rn gegeben. Der Wunsch besteht darin,
das Objekt auf eine bestimmte Art zu verformen. Dafür sollen alle Punkte
des Objekts transformiert werden.

T(x) = y (24)
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(a) Vereinigung von zwei Objekten (b) Blending von zwei Objekten

Abbildung 2: Unterschied zwischen Vereinigung und Blending

Weiterhin sei T invertierbar, es ist also möglich, x wiederherzustellen durch

x = T−1(y) (25)

Einsetzen in eine vorgegebene Distanzfunktion ergibt

sT(x) = s(T−1(x))

= (s ◦T−1)(x)
(26)

Wie auch in [9] angemerkt, ist die Komposition zweier Lipschitz Abbil-
dungen mit Konstanten L1 und L2 wieder Lipschitz, mit L1L2. Unter der
Annahme, dass die Distanzfunktion bereits die Konstante in ihrer Definiti-
on enthält, fehlt also nur noch diejenige von T−1. Eine Möglichkeit ist be-
reits in 3.1 beschrieben worden als Maximum der Norm der Ableitung der
Transformation. Hierbei stehen beispielsweise die Frobenius- oder Spek-
tralnorm zur Verfügung. Im Falle von linearen Abbildungen ist die Ablei-
tung exakt die Matrix der Abbildung. Bei Hart werden zuerst die Isometri-
en betrachtet, also Rotationen, Translationen und Spiegelungen. Rotationen
und Spiegelungen sind orthogonale Matrizen mit einer Determinante von
1 und −1. Sei die Dreh-, beziehungsweise Spiegelungsmatrix gegeben als
R, dann gilt nach Definition RTR = I. Die Wurzel des größten Eigenwer-
tes von RTR entspricht der Spektralnorm. Da RTR allerdings gleich der
Einheitsmatrix ist, deren einziger Eigenwert 1 ist, folgt, dass die Lipschitz-
konstante ebenso 1 ist und demnach die Distanzfunktion nicht angepasst
werden muss. Es folgt also

sT(x) = s(RTx) (27)

Für Translationen entspricht die Ableitung direkt der Einheitsmatrix. Bei
einer Verschiebung um t ist die Distanzfunktion gegeben als

sT(x) = s(x− t) (28)

Beide Operationen können auch zusammengefasst werden zu

sT(x) = s(RTx− t) (29)

12



Eine weitere wichtige Operation ist die Skalierung. Eine allgemeine Ska-
lierung für die verschiedenen Achsen kann als eine Matrix S dargestellt
werden, mit

S = diag(a1, . . . , an) (30)

S−1 = diag(1/a1, . . . , 1/an) (31)

Hier beschreibt diag(a1, . . . , an) eine Diagonalmatrix mit den in Klammern
angegebenen Werten als Diagonaleinträgen. Da dies symmetrische Matri-
zen sind, entspricht die Spektralnorm dem betragsmäßig größten Eigen-
wert. Weiterhin stehen bei Diagonalmatrizen die Eigenwerte auf der Haupt-
diagonalen, sind hier also gleich den Skalierungsparametern. Der größ-
te Eigenwert der Umkehrabbildung ist damit offensichtlich derjenige mit
dem kleinsten Skalierungsfaktor amin = mini=1,...,n ai. Durch die Formel 16
ergibt sich damit die Distanzschranke für eine Skalierung S durch

sT(x) =
1
1

amin

s(S−1x)

= amin s(S
−1x)

(32)

Bei gleichförmiger Skalierung in allen Achsen um einen Faktor a folgt da-
mit auch die bei Hart zu findende Formel, bei der amin = a ist:

sT(x) = a s(
1

a
x) (33)

Eine weitere interessante Transformation ist ein ”Twist”. Hierbei wird ein
Objekt abhängig von einer Achse lokal in den beiden weiteren Achsen ge-
dreht. Für den Fall, dass die Drehachse die z-Achse ist, lässt sich dies mit
folgender Formel berechnen [9].

Twist(x) =

x cos f(z)− y sin f(z)x sin f(z) + y cos f(z)
z

 (34)

Die beiden ersten Koordinaten entsprechen offensichtlich einer Rotation
um den Winkel f(z), könnten also auch mit einer Rotationsmatrix geschrie-
ben werden. Der Winkel f(z) kann dabei eine beliebige Funktion sein. Für T
Drehungen pro z-Einheit entspricht dies f(z) = 2πTz. Die inverse Transfor-
mation ergibt sich dadurch, die Rotation rückgängig zu machen, also um
den entgegengesetzten Winkel zu drehen. Somit bleibt die Formel 34 erhal-
ten, es wird lediglich f durch− f ersetzt. Zur besseren Lesbarkeit sei g(z) =
− f(z). Damit ergibt sich die Jacobi Matrix der inversen Twist-Transformation
durch

d

dx
Twist−1(x) =

cos g(z) − sin g(z) − g′(z)(x sin g(z) + y cos g(z))
sin g(z) cos g(z) g′(z)(x sin g(z)− y cos g(z))

0 0 1


(35)
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Zur Abschätzung der Lipschitz Konstanten kann die Frobeniusnorm ge-
nutzt werden.∥∥∥∥ d

dx
Twist−1(x)

∥∥∥∥2

F

= cos2 g(z) + sin2 g(z) + sin2 g(z)

+ cos2 g(z) + 12 + (g′(z))2(x sin g(z) + y cos g(z))2

+ (g′(z))2(x sin g(z)− y cos g(z))2

= 3 + (g′(z))2

∗ ((x sin g(z) + y cos g(z))2 + (x sin g(z)− y cos g(z))2)
= 3 + (g′(z))2

∗ (x2(sin2 g(z) + cos2 g(z)) + y2(cos2 g(z) + sin2 g(z)))

= 3 + (g′(z))2(x2 + y2)

= 3 + (g′(z))2r2

(36)

In der letzten Zeile wurde x2 + y2 durch den quadrierten Radius r2 ersetzt.
Weiterhin lässt sich g durch die ursprüngliche Definition ersetzen, wobei
durch den Betrag das Minuszeichen wegfällt. Damit ergibt sich∥∥∥∥ d

dx
Twist−1(x)

∥∥∥∥2

F

= 3 + (r f ′(z))2∥∥∥∥ d

dx
Twist−1(x)

∥∥∥∥
F

=
√
3 + (r f ′(z))2

(37)

Diese Schranke entspricht nicht derjenigen in [9], wo auch fälschlicherwei-
se die inverse Transformation durch 1

f(z) angegeben ist. Offensichtlich ist
die hier gefundene Schranke nicht global beschränkt. Für größer werden-
de Radien wächst die Funktion bei gleichbleibendem z immer weiter. Im
linearen Fall az + b ergibt sich als Ableitung a und somit eine direkte For-
mel L =

√
3 + (ra)2. Für gegebene maximale und minimale Werte von r

kann damit die Lipschitz Konstante bestimmt werden. Für beliebige Funk-
tionen kann beispielsweise ein beliebiges Optimierungsverfahren genutzt
werden.
Während das manuelle Bestimmen für bestimmte Transformationen sinn-
voll sein kann, um eine geeignete Konstante zu bestimmen, ist es doch
sehr mühsam, vor allem bei steigender Komplexität der Abbildungen. Ei-
ne allgemeinere Variante, welche auch zum Erstellen der Bilder in Abbil-
dung 3 genutzt wurde, ist es, direkt für mehrere Bereiche passende Maxima
der Norm der Jacobi-Matrix einer gegeben Transformation zu finden, mit-
hilfe eines Optimierungsverfahrens. Durch automatische Differenzierung
(wobei auch symbolische Varianten möglich sind) lassen sich exakte Ja-
cobi Matrizen von beliebigen Funktionen erzeugen. Das Maximum kann
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dann leicht über Gradientenabstieg oder Ähnliches gefunden werden. Da-
zu wird lediglich die negierte Norm verwendet, wodurch das Maximie-
rungsproblem zu einem Minimierungsproblem umgewandelt wurde.
Eine letzte hier vorgestellte Transformation ist die Wiederholung. Distanz-

(a) Basisobjekt (b) Kombinierte Transformation aus
Stauchung und Verschiebung

(c) Twist-Transformation (d) Biegung

(e) Nichtlineare Skalierung (f) Nichtlineare Translation

Abbildung 3: Anwendung verschiedener Transformationen auf ein Basisobjekt,
welches in 3a dargestellt wird

felder erlauben es, auf sehr einfache Weise ganze Objekte bis ins Unend-
liche fortgesetzt zu wiederholen. Das Problem sei im Folgenden im Eindi-
mensionalen betrachtet, da alle Dimensionen getrennt verarbeitet werden.
Es sei eine Schrittweite c ∈ R gegeben. Ein Punkt p ∈ O soll nun im Ab-
stand c wiederholt werden. Zur Vereinfachung sei angenommen, dass 0 ≤
p ≤ c ist. Er definiert damit eine Menge von Punkten mit qk = p+kc, k ∈ Z.
Hieraus wird bereits ersichtlich, dass diese Transformation nicht wie vor-
hergehende funktioniert. Ein Punkt wird nicht auf einen anderen abgebil-
det, sondern auf eine ganze Menge, es liegt also keine Abbildung mehr
vor. Trotzdem lässt sich eine Umkehrtransformation bestimmen, wenn die-
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se auch nicht injektiv oder surjektiv ist außerhalb von [0, c). Zum Auflösen
wird die Modulo Operation mod(x, y) = x− ybxy c verwendet, welche auch
für nicht ganzzahlige c verwendet werden kann. Es gibt weitere Definitio-
nen, allerdings ist die hier verwendete etwa in GLSL [14] implementiert.
Andere Varianten benötigen eventuell leichte Anpassungen. Daraus und
den Rechenregeln des Modulo folgt

mod(q, c) = mod(p+ kc, c)

= mod(mod(p, c) + mod(kc, c), c)

= mod(p+ 0, c)

= mod(p, c)

= p

(38)

Problematisch an dieser Umstellung ist der Wertebereich von mod, wel-
cher sowohl für positiven, als auch für negativen Input in [0, c) abbildet.
Außerdem ist die Funktion an den Rändern, wo der Funktionswert vom
einen zum anderen Rand wechselt, unstetig, was Distanzfelder unbrauch-
bar machen kann. Besonders bei sehr asymmetrischen Körpern. Um das
erste Problem zu beheben, bietet sich eine Verschiebung des ursprüngli-
chen Körpers an, etwa so, dass der Ursprung auf der Hälfte des Intervalls
liegt, wie es in [15] gemacht wurde. Diese Verschiebung geht natürlich da-
von aus, dass Objekte zentriert sind. Auch hier muss wieder die inverse
Transformation angewendet werden. Daraus folgt die Umkehrfunktion

p = mod(q, c)− c

2
(39)

Komponentensweise angewendet lassen sich so verschiedene Schrittwei-
ten in den einzelnen Dimensionen festlegen und es ergibt sich die folgen-
de Funktion zur Transformation der für die Distanzfunktionen gegebenen
Punkte.

pi = mod(qi, ci)−
ci
2

(40)

stwist(q) = s(p) (41)
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Abbildung 4: Wiederholung eines Objekts

3.3 Erzeugung von Distanzfeldern

Bisher wurde lediglich behandelt, was ein Distanzfeld ist und auf welche
Weise sich bereits gegebene Distanzfelder transformieren, beziehungswei-
se kombinieren lassen. Im Folgenden werden die Distanzfelder, oder zu-
mindest Approximationen davon, verschiedener Objekte hergeleitet. Diese
reichen von einfachen geometrischen Körpern und Objekten wie Kugeln
und Dreiecken bis hin zu hochkomplexen Objekten wie impliziten Ober-
flächen und Fraktalen.

3.3.1 Einfache Körper und Objekte

Von großer Bedeutung sind Körper wie Kugeln oder Würfel. Durch ihre
sehr einfache Gestalt können sie gut veranschaulicht werden und erlau-
ben intuitives Kombinieren, sodass sehr komplexe Objekte erzeugt werden
können.

Kugel Der Abstand eines Punktes zu einer Kugel ist bekanntlich die Dif-
ferenz aus Abstand zum Kugelmittelpunkt m und Radius r. Um ein si-
gniertes Distanzfeld zu erhalten, muss lediglich der Betrag ausgelassen
werden.

skugel(x) = ||x−m|| − r (42)

Diese Formel funktioniert für beliebige Dimensionen.
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Ebene Die Distanz für einen Punkt zu einer im Raum verlaufenden Ebe-
ne entspricht der Länge des Vektors zwischen diesem Punkt und seiner
Projektion auf die Ebene. Die wohl einfachste Variante ist die Darstellung
der Ebene in Hessescher Normalform

n · p− d = 0 (43)

Hierbei ist der Normalenvektor n normalisiert und d der Abstand der Ebe-
ne zum Ursprung. Die signierte Distanz eines Punktes ist dann gegeben
durch

s(x) = n · x− d (44)

Alternativ zu d kann auch ein Punkt p in der Ebene genutzt werden. Die
Distanz ist dann der Anteil des Verbindungsvektors x− p, der in die Rich-
tung der Normalen zeigt. Damit ergibt sich

s(x) = n · (x− p) (45)

In beiden Fällen ist s positiv für Punkte im Halbraum, in den die Normale
zeigt, und negativ sonst. Als Distanzfeld teilt diese Formel also den Raum
in zwei Hälften. Falls nur die Ebene selbst das Objekt ist, kann der Betrag
genommen werden.

Polyeder Ein Polyeder ist ein Körper, der durch eine Menge von Ebenen
begrenzt wird. Aus dieser Definition folgt sofort eine Konstruktionsvor-
schrift mit Distanzfeldern. Nach vorherigem Abschritt lassen sich Ebenen
konstruieren. Deren Normalen werden so ausgerichtet, dass sie aus dem
Objekt heraus zeigen. Dadurch ist ein Polyeder einfach die Schnittmenge
all dieser Grenzebenen.

Quader Eine einfache Möglichkeit der Berechnung wäre es, die Distanz
des Punktes zu jeder der Flächen des Quaders zu berechnen. Die kleins-
te dieser Distanzen wäre dann auch die Distanz des Punktes zum Qua-
der. Alternativ entspricht ein Quader der Schnittmenge von sechs Halbräu-
men, gegeben durch Ebenen, als Spezialfall eines Polyeders. Eine weitere
Möglichkeit, welche die besonderen Eigenschaften eines Quaders ausnutzt,
wird im Folgenden hergeleitet. Die Formel basiert auf der in [15].
Die erste wichtige Feststellung ist, dass die Achsen des Quaders parallel zu
den Koordinatenachsen verlaufen (hier wird kein rotierter oder verzerrter
Quader betrachtet). Der Mittelpunkt befinde sich im Ursprung. Dadurch
existiert auch eine Symmetrie. Die Distanzberechnung kann somit auf den
komplett positiven Bereich der Koordinaten verlagert werden. Dies wird
erreicht, indem jede Komponente des Punktes durch ihren Betrag ersetzt
wird.

x′i = |xi| (46)
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Der nächste Schritt besteht darin, die Kante des Quaders als Ursprung eines
neuen Koordinatensystems zu sehen. Der vorher errechnete Betragsvektor
kann in dieses System transformiert werden, indem die Kantenpunkt Ko-
ordinaten q abgezogen werden.

x′′ = x′ − q (47)

Der Vorteil dieses Systems ist, dass sich das innere des Quaders nur in dem
Teilraum befinden kann, in dem alle Koordinaten negativ sind. Dies wird
in Abbildung 5 anhand eines Rechtecks gezeigt. Liegt der Punkt nun inner-

q

x′′

(x′ − q)1

(x′ − q)2

Abbildung 5: Veranschaulichung der genutzten Geometrie eines Hyperquaders
in zwei Dimensionen.

halb des Hyperquaders, also sind alle seine Koordinaten negativ, so findet
sich der Abstand als der kürzeste Abstand zu den n Koordinatenflächen.
Das ist allerdings nichts anderes als die Beträge der einzelnen Koordina-
ten. Da diese alle negativ sind, entspricht der kleinste Betrag der größten
Koordinate. Um diesen Fall für alle Bereiche außerhalb des Hyperquaders
verschwinden zu lassen, kann eine Minimums-Operation auf das Ergeb-
nis mit 0 angewandt werden, in diesem Fall ist das Maximum im vorher-
gehenden Schritt positiv und damit ungültig. Dieser innere Abstand wird
weiterhin sin genannt.

sin(x) = min(0, max
j=1...n

x′′j ) (48)

Als nächstes wird der Term für den äußeren Abstand hergeleitet. Zuerst
wird der dem vorhergehenden entgegengesetzte Fall betrachtet, bei dem
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alle Koordinaten positiv sind. Die Distanz ist einfach der Abstand zum am
weitest außen liegenden Punkt, dem Eckpunkt q. Dies entspricht der Länge
von x′′. Ist eine Komponente des Vektors negativ, so liegt sie bezüglich der-
jenigen Hyperfläche, deren Normale in der gleichen Komponente ungleich
0 ist, innerhalb. Da der Fall im Inneren bereits mit sin abgefangen ist, kann
die Komponente ignoriert werden. Die entsprechende Operation ist eine
Projektion des Vektors auf die genannte Ebene, welche alle Abstände zu
anderen Flächen intakt lässt, da alle Hyperflächen im Hyperquader senk-
rect aufeinanderstehen. Die tatsächliche Distanz sout ist damit die Länge
desjenigen Vektors x′′, der nach der Projektion aller negativen Komponen-
ten übrig bleibt.

x′′′i = max(x′′i , 0) (49)
sout(x) = ||x′′′|| (50)

Die Maximums-Operation sorgt weiterhin dafür, dass sout gleich 0 für al-
le Punkte innerhalb des Hyperquaders wird. Die endgültige signierte Di-
stanzfunktion squad ist die Kombination aus innerer und äußerer Distanz.

squad(x) = sin(x) + sout(x) (51)

Torus Ein Torus besteht aus einem Ring, um den an jedem Punkt ein Kreis
angebracht ist. Diese Kreise bilden die Oberfläche. Der Torus ist gekenn-
zeichnet durch zwei Parameter c und a [16]. Dabei beschreibt c den Ab-
stand des Ringes zum Mittelpunkt und a den Radius der Kreise. Durch die
radiale Symmetrie bezüglich der z-Achse kann der Abstand auf ein zwei-
dimensionales Problem reduziert werden, bei dem nur der Abstand zu ei-
nem der Ringkreise bestimmt werden muss. Der Radius in der xy-Ebene ist
dabei die Länge des in die Ebene projizierten Ortsvektors. Die zweite Ko-
ordinate des 2D Vektors ist die unveränderte z-Koordinate. Der Kreis des
Rings liegt im neuen Koordinatensystem an der Position ( c0 ). Damit kann
die Formel für Kugeln, welche auch für Kreise gilt, genutzt werden. Somit
ergibt sich folgende Distanzfunktion für einen Torus:

storus(x) =

∥∥∥∥(∥∥π(1,2)(x)
∥∥

xz

)
−
(
c
0

)∥∥∥∥− a
=

∥∥∥∥(∥∥π(1,2)(x)
∥∥− c

xz

)∥∥∥∥− a (52)

Zylinder Der darzustellende Zylinder sei so ausgerichtet, dass die runde
Grundfläche mit Radius r parallel zur xy-Ebene liegt, mit Mittelpunkt im
Ursprung und der Körper senkrecht dazu in Richtung z fortgesetzt wird.
Der einfachere Fall ist nun, dass der Zylinder sich ins Unendliche erstreckt.
Da der Zylinder konstant in z-Richtung ist, kann lediglich die Projektion
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des Punktes in die xy-Ebene betrachtet werden. Die signierte Distanz zum
Schnittkreis des Zylinders mit der Ebene kann nun analog zur Kugel be-
rechnet werden.

s(x) =
∥∥π(1,2)(x)

∥∥− r (53)

Für einen abgeschnittenen Zylinder sind zwei verschiedene Fälle zu be-
achten. Im ersten Fall liegt der Punkt innerhalb des vorher beschriebenen
in z-Richtung unbeschränkten Zylinders. Die Höhe sei gegeben durch 2h,
wobei h die Ausdehnung in z und −z beschreibt. Der Abstand zu den bei-
den dadurch gegebenen Grenzflächen ist durch die Symmetrie

|xz| − h (54)

Falls diese Differenz negativ ist, liegt der Punkt innerhalb und die gesuchte
Distanz ist das Maximum aus diesem Wert und dem Abstand zu den Sei-
tenflächen, gegeben durch Gleichung 53. Andernfalls ist die Distanz direkt
durch die Differenz gegeben.
Der andere zu betrachtende Fall ist, dass der Punkt auch außerhalb des
unbeschränkten Zylinders liegt. Liegt der Punkt in z-Richtung zwischen
h und −h, ist der Abstand genau derjenige zum Kreis auf der korrespon-
dierenden Ebene, also Formel 53. Liegt der Punkt oberhalb des Körpers,
kann ein Vektor vom nächstgelegenen Punkt auf dem Zylinder zum Punkt
konstruiert werden. Durch die Symmetrie der Grundfläche lässt sich die
Richtung innerhalb der xy-Ebene ignorieren. Die z-Komponente ist ledig-
lich die Höhendifferenz aus Formel 54. Der Abstand ist dementsprechend
die Länge des zweidimensionalen Vektors mit den beiden Komponenten
53 und 54. Zur besseren Lesbarkeit seien die vorhergehenden Funktionen
wie folgt benannt:

c(x) =
∥∥π(1,2)(x)

∥∥− r (55)

dh(x) = |xz| − h (56)

Diese Überlegungen zusammengefasst ergeben die folgende signierte Di-
stanzfunktion:

s(x) =



max(c(x),dh(x)) , c(x) ≤ 0 ∧ dh(x) ≤ 0

dh(x) , c(x) ≤ 0 ∧ dh(x) > 0

c(x) , c(x) > 0 ∧ dh(x) ≤ 0∥∥∥∥(c(x) dh(x)
)T∥∥∥∥ , c(x) > 0 ∧ dh(x) > 0

(57)

Für eine elegante Implementierung in GLSL siehe [15].
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Dreieck Da generell modellierte Objekte durch Dreiecke gegeben sind,
sollte zur Kompatibilität mit solchen Daten auch eine Distanzfunktion für
Dreiecke existieren. Verschiedene Methoden existieren für dieses Problem.
Eine geometrische Konstruktion verläuft ähnlich zu der Methode beim Zy-
linder. Falls der Punkt projiziert auf die durch das Dreieck gegebene Ebene
innerhalb des Dreiecks liegt, ist die Distanz lediglich diejenige zur Ebene.
Sonst kann der am nächsten an der Projektion liegende Punkt auf den Drei-
eckskanten gesucht werden. Der Abstand ergibt sich dann als Länge dieses
nächsten Punktes zum gegebenen Punkt. Eine andere Variante ist in [17]
gegeben. Dabei wird in einem Vorberechnungsschritt eine Transformation
für jedes Dreieck berechnet, welches dies in eine Standardform bringt. Die-
se Transformation kann dann auf den gegebenen Punkt angewandt wer-
den, womit die Suche nach dem nächsten Punkt auf den 2D Raum verlegt
werden kann. Den Autoren zufolge ist diese Technik bis zu vier mal schnel-
ler als die normalen 3D Methoden. Allerdings ist zu beachten, dass eine
große Menge an Zusatzdaten vorberechnet und gespeichert werden muss.
Eine letzte Variante demonstriert die Nutzbarkeit bisher betrachteter Vor-
gehensweisen und kann auch als Rezept für komplexere Objekte genutzt
werden.
Zuerst sei ein zweidimensionales Dreieck gegeben. Für jede der drei Seiten
kann ein Normalenvektor ni, i = 1, . . . , 3 berechnet werden, welcher nach
außen zeigt. Damit kann die Distanz zu den drei aufgespannten Ebenen Ei

errechnet werden mit den zugehörigen Distanzfunktionen sEi . Das Innere
des Dreiecks ist damit die Schnittmenge aus den drei negativen Halbräu-
men. Also gilt

s(x) = sE1∩E2∩E3(x)

= max(sE1(x), sE2(x), sE3(x))
(58)

Im Dreidimensionalen müssen zwei Änderungen gemacht werden. Zum
einen reicht die Dreieckskante allein nicht aus, um die Ebene zu bestim-
men. Dazu kann allerdings die Dreiecksnormale hinzugezogen werden. Bei
einheitlicher Drehrichtung der Dreieckspunkte kann auch die Normale di-
rekt so bestimmt werden, dass das Kreuzprodukt aus Seite und Normale
stets nach Außen zeigt. Die Anwendung von Formel 58 ergibt in 3D ein un-
endlich hohes Prisma mit dem Dreieck als Grundfläche. Um das Dreieck zu
erhalten, kann dieses Prisma allerdings mit der Ebene Ed, in der das Drei-
eck liegt, geschnitten werden. Allerdings muss darauf geachtet werden, ei-
ne unsignierte Ebenengleichung zu nutzen. Eine unsignierte Distanzfunk-
tion kann aus einer signierten durch Nutzung des Betrags gewonnen wer-
den. Zusammengefasst ergibt sich damit die Formel für das Dreieck in 3D.

s(x) = sE1∩E2∩E3∩Ed
(x)

= max(sE1(x), sE2(x), sE3(x),dEd
(x))

(59)
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Abbildung 6: Dreieck konstruiert mit dem Distanzfeld aus Formel 59

3.3.2 Punkte und Punktmengen

Das Distanzfeld für einen Punkt p kann sehr einfach angegeben werden,
als der Abstand zu diesem Punkt.

d(x) = ||p− x|| (60)

Da es theoretisch unwahrscheinlich ist, einen Punkt im Raum mit einem
Strahl exakt zu treffen, ist es wünschenswert, dem Punkt eine Ausdehnung
zu geben. Dies kann analog zu Kugeln durch die Einführung eines Radius-
Parameters erreicht werden.

s(x) = ||p− x|| − r, r ∈ R (61)

Die Verallgemeinerung auf Punktmengen P ist dabei trivial. Der Abstand
zu einem einzelnen Punkt wird lediglich ersetzt durch die Distanz des Pa-
rameters zu seinem nächsten Nachbarn in der Punktmenge. Daraus folgt
das signierte Distanzfeld

s(x) = min
p∈P
||p− x|| − r, r ∈ R (62)

Mithilfe von Beschleunigungsstrukturen, wie etwa KD-Bäumen, kann die-
se Funktion auch für große Punktmengen effzient durchgeführt werden.

3.3.3 Eindimensionale Funktionen

Ein weiteres Element zur Modellierung sind eindimensionale Funktionen.
Diese können auf verschiedene Weise im Dreidimensionalen dargestellt
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Abbildung 7: Eine Punktmenge, die mit dem in Gleichung 62 definierten Distanz-
feld und einem KD-Baum gerendert wurde

werden. Hier werden drei Varianten vorgestellt: Rotation um die x-Achse
oder y-Achse und Konstanz in Richtung einer Achse. Alle dieser Versio-
nen bauen auf der Wahl der korrekten Koordinatentransformation auf, um
einen dreidimensionalen Punkt in der zweidimensionalen Ebene zu plat-
zieren. Nach diesem Schritt muss eine Distanzfunktion gegeben sein, wel-
che den Abstand des Punktes zum Graphen der Funktion angibt.
Rotation um x-Achse: Dieser Fall entspricht einem klassischen Rotations-
körper. Die gegebene Funktion wird dabei um die x-Achse im Raum ge-
dreht und bildet so eine Oberfläche. Der Parameterpunkt spannt zusam-
men mit der x-Achse eine Ebene auf. Die x-Koordinate des transformierten
Punktes entspricht somit der ursprünglichen x-Koordinate. Die y-Koordinate
entspricht der Projektion des Punktes auf die in die Ebene gedrehte z-
Achse. Hierbei ist zu beachten, dass nur positive Werte der Funktion be-
achtet werden.
Rotation um z-Achse: Bei dieser Rotation entspricht die z-Koordinate des
Punktes der transformierten y-Koordinate. Die neue x-Koordinate entspricht
der Länge des in die xy-Ebene projizierten Punktes. Dies geschieht durch
ersetzen der letzten Komponente durch 0. Hier muss darauf geachtet wer-
den, dass für nicht symmetrische Funktionen sowohl der positive, als auch
der negative Wert der Länge beachtet werden muss. Die Distanz ist dann
das Minimum der beiden Distanzwerte.
Konstanz in Richtung einer Achse: Dieser letzte Fall ist der einfachste. Es
wird einfach eine der Komponenten ausgelassen.
Jede dieser Methoden benötigt eine Distanzfunktion zu einer Funktion im
Zweidimensionalen. Im Folgenden wird ein möglicher Ansatz vorgestellt.
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Eine eindimensionale Funktion kann als Kurve im 2D aufgefasst werden.

c(x) =

(
x

f(x)

)
(63)

Für einen gegebenen Punkt p ist der Differenzvektor ∆p

∆p(x) = c(x)− p

=

(
x− px

f(x)− py

) (64)

Die kleinste Distanz ist für das Argument xmin gegeben, für welches die
Länge von ∆p minimal ist. Alternativ kann auch der quadratische Abstand
betrachtet werden, was keine Änderung der Lage von xmin zur Folge hat.

xmin = argmin
x∈R

||∆p ||2 (65)

Der tatsächliche Abstand ist dann gegeben durch ||∆(xmin)||. Die Suche
nach diesen Minima erfolgt durch Extremstellensuche. Dazu wird zuerst
∆P nach x abgeleitet.

d||∆p(x)||2

dx
=

d

dx
((x− px)

2 + (f(x)− py)
2)

= 2(x− px) + 2(f(x)− py)
d f(x)

dx

(66)

Anschließend können die Nullstellen gesucht werden. Bei mehreren Null-
stellen kann diejenige mit kleinstem Wert von ‖∆p‖ gewählt werden.

2(x− px) + 2(f(x)− py)
d f(x)

dx
= 0

(x− px) + (f(x)− py)
d f(x)

dx
= 0

(67)

Die Suche nach den Nullstellen kann dabei beliebig verlaufen, beispiels-
weise mit dem Newton Verfahren. Je nach Funktion könnte auch eine gro-
be Annäherung schon ausreichende gute Ergebnisse bringen.
Einen Spezialfall bilden dabei Polynome. Zum einen existieren spezialisier-
te Lösungsverfahren, zum anderen lassen sich schnelle Approximationen
generieren. Außerdem existieren bis zum Grad 2 analytische Lösungen. Für
Polynome höheren Grades ist dies nicht mehr möglich. Angenommen, ein
gegebenes Polynom habe Grad n. Dann ist ||∆p ||2 vom Grad 2n. Die Ab-
leitung führt dadurch zum Grad 2n − 1. Es ist bekannt, dass sich Nullstel-
len von Polynomen mit Grad höher als 4 nicht mehr algebraisch schreiben
lassen. Für ein kubisches Polynom ergibt sich als Nullstellenfunktion ein
Polynom vom Grad 2 ∗ 3− 1 = 5, was nicht mehr geschlossen lösbar ist.
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(a) Distanzfeld (b) Plot generiert mit Di-
stanzfeld

(c) Plot mit höherer Brei-
te generiert aus glei-
chem Distanzfeld

Abbildung 8: Distanzfeld der in diesem Abschnitt hergeleiteten Distanzformel für
ein quadratisches Polynom. Generierte Plots verschiedener Breite
anhand des Distanzfeldes

Ein allgemeines quadratisches Polynom q ist gegeben als

q(x) = ax2 + bx+ c (68)

Damit ergibt sich ∆p

∆p(x) =

(
x− px

ax2 + bx+ c− py

)
(69)

Nach Formel 67 ist folgendes Nullstellenproblem zu lösen:

(x− px) + (ax2 + bx+ c− py)(2ax+ b) = 0

(2a2)x3 + (3ab)x2 + (1 + 2ac− 2apy + b2)x+ (bc− bpy − px) = 0

x3 +
3b

2a
x2 + (

1− b2

2a2
+
c− py

a
)x+

(bc− bpy − px)

2a2
= 0

(70)

Die letzte Umformung ist dabei gültig, da das Polynom vom Grad 2 und
somit a 6= 0 ist. Dadurch ist ein neues Polynom x3 + rx2 + sx+ t bestimmt,
mit

r =
3b

2a
(71)

s =
1− b2

2a2
+
c− py

a
(72)

t =
(bc− bpy − px)

2a2
(73)

Dieses lässt sich mit Standardmethoden lösen. Eine einfach zu nutzende
Methode ist gegeben in Numerical Recipes [18, Kapitel 5.6].
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Für ein lineare Polynom ax+ b folgt mit gleichen Überlegungen direkt der
eindeutige Minimalwert

xmin =
2apy + px − ab

1 + a2
(74)

Im Falle einer konstanten Funktion c ist das Ergebnis noch einfacher, denn
es entspricht einfach dem x-Wert des Punktes.

xmin = px (75)

(a) Eine um die x-Achse
rotierte quadratische
Funktion

(b) Eine um die z-Achse
rotierte quadratische
Funktion

(c) Eine quadratische
Funktion in einer
Achse fortgesetzt

Abbildung 9: Generierte Bilder eines quadratischen Polynoms mit den drei in die-
sem Abschnitt aufgeführten Methoden

3.3.4 Quadratische Bézier Kurven

Ein wichtiges Modellierungswerkzeug sind Bézier Kurven. Hier werden
quadratische Kurven betrachtet, da diese mit den in 3.3.3 vorgestellten Me-
thoden eine direkte Lösung erlauben. Eine Betrachtung von Verarbeitung
und Darstellung von kubischen Kurven mittels Distanzfeldern kann bei-
spielsweise in [19] nachgeschlagen werden. Alternativ lassen sich analog
Polynomformeln herleiten, die allerdings nur noch numerisch lösbar sind.
Eine quadratische Bézier Kurve b wird definiert durch drei Punkte p1, p2,
p3. Für einen Parameter t ∈ [0, 1] wird dabei ein Punkt auf der Kurve be-
stimmt. Dieser ist gegeben durch

b(t) = (1− t)2p1 + 2t(1− t)p2 + t2p3 (76)

Wie auch bei den eindimensionalen Funktionen zuvor besteht die Suche
nach der kleinsten Distanz zur Kurve aus der Minimierung der Länge, be-
ziehungsweise der quadrierten Länge, des Differenzvektors von gegebe-
nem Punkt und Kurvenpunkt.

d(x) = min
t∈[0,1]

||b(t)− x|| (77)
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Die Ableitung der quadrierten Funktion führt wiederum auf ein kubisches
Polynom, welches durch geeignete Methoden gelöst werden kann. Die ge-
nauen Schritte sollen hier aufgrund ihrer Länge nicht wiedergegeben wer-
den, lediglich das Resultat. Folgende Größen hängen nur von den Kontroll-
punkten ab und können somit bei der Definition einer Kurve vorberechnet
werden:

a = p1 · p1 − 4p1 · p2 + 2p1 · p3 + 4p2 · p2 − 4p2 · p3 + p3 · p3 (78)

b = 9p1 · p2 − 3p1 · p1 − 3p1p3 − 6p2 · p2 + 3p2 · p3 (79)

cconst = 3p1 · p1 − 6p1 · p2 + p1p3 + 2p2 · p2 (80)

dconst = p1 · p2 − p1 · p1 (81)

Für einen gegebenen Punkt x lassen sich die beiden Größen cvar, dvar be-
rechnen als

cvar = 2p2 · x− p1 · x− p3 · x (82)

dvar = p1 · x− p2 · x (83)

Damit ergibt sich ein kubisches Polynom in Standardform

q(t) = at3 + bt2 + (cconst + cvar)t+ (dconst + dvar)

= at3 + bt2 + ct+ d
(84)

Nach dem Lösen von q(t) = 0 kann die Nullstelle mit geringstem Abstand
gefunden werden. Hier ist zu beachten, dass Lösungen außerhalb von [0, 1]
auf der ins Unendliche fortgesetzten Kurve liegen. Falls die Grenzen der
Kurve respektiert werden sollen, müssen die Lösungen vor dem Auswer-
ten noch auf den korrekten Bereich zugeschnitten werden, beispielsweise
durch x′min = min(max(xmin, 0), 1).
Die somit gefundene Distanzfunktion kann noch abgeändert werden, so-
dass die Kurve eine Ausdehnung erhält. Diese sei eine positive Zahl r. Sei
tmin die Lösung mit kleinster Distanz, gewonnen aus dem Polynom in Glei-
chung 84, dann lässt sich das signierte Distanzfeld berechnen als

s(x) = min
t∈[0,1]

||b(t)− x||

= ||b(tmin)− x|| − r
(85)

Es ist anzumerken, dass die hier genutzten Formeln für beliebige Dimen-
sionen funktionieren, in der Praxis also sowohl in 2D, als auch 3D.

3.3.5 Implizite Oberflächen

Wie bereits in 3.1 angedeutet, werden in diesem Abschnitt implizite Ober-
flächen betrachtet. Beschrieben werden sie durch implizite Funktionen, al-
so solche, die in der Form f(x) = 0 geschrieben werden können. Wie bei
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(a) Ein Kurvenzug bestehend
aus mehreren quadratischen
Bézier Kurven im Raum

(b) Ein zweidimen-
sionales Distanz-
feld einer Bézier
Kurve

(c) Ein durch das Di-
stanzfeld aus 10b
erstelltes Bild

Abbildung 10: Beispiele von Bézier Kurven

Distanzfeldern ergibt sich die durch die Funktion gegebene Menge als all
jene Punkte, welche die Gleichung erfüllen. Anders gesagt ist die Menge
die Nullstellenmenge von f . Wie auch bei signierten Distanzfeldern soll
hier die Konvention gelten, dass negative Werte von f dem Inneren und po-
sitive dem Äußeren entsprechen. Anders als bei Distanzfeldern entspricht
ein Wert von f allerdings nicht unbedingt dem geometrischen Abstand. Bei-
spielsweise entspricht die Gleichung x2+y2+z2−1 = 0 einer Kugeloberflä-
che, ebenso wie die in 3.3.1 definierte Distanzfunktion

√
x2 + y2 + z2−1 =

0, jedoch unterscheiden sich Werte außerhalb der Kugeloberfläche. Ob ei-
ne Funktion eine Oberfläche beschreibt, lässt sich anhand des Gradienten
bestimmen. Allgemein ist dies ein Fall einer Untermannigfaltigkeit des R3.
Nach [20, Kapitel 1.1] gilt für eine glatte C∞ k-dimensionale Untermannig-
faltigkeit M des Rn:

∀p ∈ M∃ eine Umgebung U
offen
⊂ Rn+k sowie eine C∞-Abbildung f : U →

Rk mit f−1(0) = U ∩M und surjektiver Ableitung f ′ an jedem Punkt von
f−1(0).
Die hier betrachteten impliziten Funktionen bilden ab in R, also ist k = 1.
Der umgebende Raum ist der R3, also gilt n = 3 − k = 2 als Dimension
der Oberflächen, wie erwartet. Die Ableitung, hier der Gradient, muss nun
für alle Punkte auf der Oberfläche surjektiv auf R sein. Dies entspricht dem
Kriterium, dass der Rang des Gradienten gleich 1 sein muss. Der Gradient
darf also nicht 0 sein. Alternativ können alle Punkte identifiziert werden,
für die ∇ f(x) = 0 gilt und danach die Zugehörigkeit zur Oberfläche über-
prüft werden, mit f(x) = 0, was für keinen Punkt gelten sollte.
Dies soll kurz am Beispiel einer Kugeloberfläche erläutert werden. f wurde
bereits oben definiert.

f(x) = x2 + y2 + z2 − 1 (86)

∇ f(x)T =
(
2x 2y 2z

)
(87)
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∇ f(x) ist offensichtlich nur im Ursprung gleich 0. Für diesen Punkt gilt al-
lerdings f(0) = 02 +02 +02 − 1 = −1 6= 0, er liegt also nicht in der Oberflä-
che. Somit ist die Kugeloberfläche eine glatte 2-Untermannigfaltigkeit des
R3. Im weiteren Verlauf wird davon ausgegangen, dass gegebene Funk-
tionen diese Bedingung erfüllen und keine pathologischen Fälle betrachtet
werden müssen. Allerdings ist zu beachten, dass der Gradient durchaus
außerhalb der Oberfläche verschwinden kann, wie das obige Beispiel zeigt.
Die Erzeugung eines Distanzfeldes beliebiger durch implizite Funktionen
beschriebener Oberflächen ist allerdings sehr schwierig und im Allgemei-
nen auch nicht unbedingt exakt lösbar. Eine Variante ist die Lösung des Ei-
konals einer Funktion [21]. In allgemeiner Form beschreibt diese partielle
Differentialgleichung (PDE) die Ausbreitung einer Oberfläche S in Rich-
tung ihrer Normalen mit einer Geschwindigkeit F . Die relevanten Bedin-
gungen sind dann

|∇u | = 1

F
(88)

u |S = 0 (89)

Die zweite Zeile bedeutet, dass die Funktion u, eingeschränkt auf die Ober-
fläche S, gleich 0 ist. Für den Fall F = 1 ist u eine signierte Distanzfunktion.
Anschaulich bewegt sich die Oberfläche mit einer Geschwindigkeit von 1,
sodass für jeden Zeitschritt δt auch eine Strecke von δt zurückgelegt wur-
de. Die Oberfläche erreicht also den nächstgelegenen Punkt in der Zeit, die
genau der Distanz entspricht. Zur numerischen Lösung existieren verschie-
dene Methoden, etwa die Fast-Marching-Methode [22]. Diese Lösungsver-
fahren generieren dabei diskrete Distanzfelder, welche vorberechnet und
dann zum Rendern genutzt werden können. Im Folgenden wird eine Me-
thode hergeleitet, welche lediglich die Kenntnis der impliziten Funktion
und deren Ableitungen benötigt.
Approximation erster Ordnung: Eine einfache und je nach gewünschter
Genauigkeit ausreichende Methode ist die Approximation der Distanzfunk-
tion mittels des Gradienten. Die Herleitung lehnt an [23] an. Die Grundidee
besteht daraus, einen beliebigen Punkt q und denjenigen Punkt p auf der
Oberfläche M zu betrachten, welcher q am nächsten liegt. Der Abstand die-
ser Punkte sei h = ||p−q||. Die Oberfläche sei gegeben durch die glatte im-
plizite Funktion f(x) = 0. An p lässt sich eine Normale n definieren, da p in
der Oberfläche liegt. Da dies auch der nächste Punkt ist, muss der kürzeste
Weg in Richtung der Normalen verlaufen. Die Normale sei normalisiert,
also ||n|| = 1. Dementsprechend lässt sich q darstellen als q = p + hn. Für
f lässt sich eine Taylor Expansion um p schreiben durch

f(q) = f(p + hn)

= f(p) + h∇ f(p) · n +O(h2)
(90)
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Hier bezeichnet O(f) die Landau-Notation für Terme maximaler Ordnung
f . Analog zu 3.1 entspricht der Gradient auf der Oberfläche von M der
Normalen.

n(p) =
∇ f(p)

||∇ f(p)||
p ∈ O (91)

Hierbei ist die Annahme, dass der Gradient nicht verschwindet, was prin-
zipiell für die geforderten Eigenschaften der Oberfläche als Mannigfaltig-
keit erfüllt ist. Weiterhin gilt für p ∈ O : f(p) = 0. Daraus folgt

f(q) = f(p) + h∇ f(p) · n +O(h2)

= h∇ f(p) · ∇ f(p)

||∇ f(p)||
+O(h2)

= h
||∇ f(p)||2

||∇ f(p)||
+O(h2)

= h||∇ f(p)||+O(h2)

(92)

Da der Punkt p nicht bekannt ist, soll der Gradient abgeschätzt werden.
Durch die Glattheit von f variiert der Gradient in kleinen Umgebungen
nur wenig und lässt sich ausdrücken als

∇ f(p) = ∇ f(q) +O(h) (93)

Durch diese Annäherung kann es allerdings auch passieren, dass der Gra-
dient verschwindet. In diesem Fall kann beispielsweise direkt der Funk-
tionswert als Distanzschätzung genutzt werden, was natürlich Fehler mit
sich bringt. Einsetzen in Gleichung 92 ergibt

f(q) = h||∇ f(p)||+O(h2)

= h||∇ f(q) +O(h)||+O(h2)

≤ h||∇ f(q)||+O(h2)

(94)

Da ∇ f(q) nach Voraussetzung stetig ist, lässt sich der Betrag für eine Um-
gebung durch eine konstante c abschätzen: ||∇ f(q)|| ≤ c. Dementspre-
chend führt Division durch ||∇ f(q)|| auf

f(q) ≤ h||∇ f(q)||+O(h2)

f(q)

||∇ f(q)||
≤ h+O(h2)

(95)

Vernachlässigung der quadratischen Terme ergibt die finale Approximati-
on

h ' f(q)

||∇ f(q)||
(96)
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Durch den quadratischen Fehlerterm wird auch direkt klar, dass diese Ap-
proximation für h → 0 der tatsächlichen Distanz entspricht. Außerdem ist
eine exakte Distanzfunktion einerCk Mannigfaltigkeit selbst wiederCk [8].
Dadurch ist sichergestellt, dass die tatsächliche Distanz sich in einem klei-
nen Bereich nicht sehr viel ändert und die Approximation dadurch auch in
kleinen Bereich akkurat bleibt.
Approximation zweiter Ordnung: Für eine bessere Approximation, wel-
che auch dann noch funktioniert, falls der Gradient verschwindet, lässt sich
eine Taylor Entwicklung zweiter Ordnung verwenden. Wie am Anfang die-
ses Abschnitts kann dieser Fall schon bei einfachen Objekten wie der Kugel
eintreten. Sei Hf die Hesse-Matrix von f mit

Hf(x) =


∂ f(x)
∂x2

1
. . . ∂ f(x)

∂x1∂xn

...
. . .

...
∂ f(x)
∂xn∂x1

. . . ∂ f(x)
∂x2

n

 (97)

Dadurch lässt sich eine Taylor Entwicklung schreiben als

f(q) = f(p) + h∇ f(p)Tn +
h2

2
nTHf(p)n +O(h3) (98)

Wiederum ist f(p) = 0. Des Weiteren wird der O(h3) Term direkt ignoriert.

f(q) ' h∇ f(p)Tn +
h2

2
nTHf(p)n (99)

Als nächstes wird auf beiden Seiten der Betrag genommen und die Drei-
ecksungleichung genutzt.

| f(q)| ' |h∇ f(p)Tn +
h2

2
nTHf(p)n|

≤ |h∇ f(p)Tn|+ |h
2

2
nTHf(p)n|

(100)

Da das Skalarprodukt a · b = aTb auch als ‖a‖ ‖b‖ cosα geschrieben wer-
den kann, mit | cosα| < 1 folgt direkt:

|a · b| = | ‖a‖ ‖b‖ cosα|
≤ ‖a‖ ‖b‖

(101)

Verbunden mit der Tatsache, dass n normalisiert ist folgt aus 100

|h∇ f(p)Tn|+ |h
2

2
nTHf(p)n| ≤ |h| ‖∇ f(p)‖ ‖n‖+ |h|

2

2
‖n‖ ‖Hf(p)n‖

= |h| ‖∇ f(p)‖+ |h|
2

2
‖Hf(p)n‖

(102)
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Um die Größe ||Hf(p)n|| abzuschätzen, kann eine mit der euklidischen
Vektornorm verträgliche Matrixnorm genutzt werden, wie schon in Ab-
schnitt 3.1 beschrieben wurde. Da f ∈ C∞ ist, sind nach dem Satz von
Schwarz [24, Kapitel 1.5] die zweiten partiellen Ableitungen in ihrer Rei-
henfolge vertauschbar. Damit ist Hf symmetrisch und die Spektralnorm
reduziert sich zu ‖Hf‖ = |λmax|. Hierbei bezeichnet λmax den betragsmä-
ßig größten Eigenwert von Hf .
Die Frobeniusnorm ist eine weniger knappe Abschätzung, allerdings leich-
ter zu berechnen. Jedoch lässt sich ein Schätzwert des größten Eigenwertes
beispielsweise mit der Potenzmethode annähern. Falls keine zu große Ge-
nauigkeit verlangt wird, reichen schon wenige Matrixmultiplikationen aus,
was beispielsweise auf der GPU mit optimierter Hardware sehr schnell be-
rechnet werden kann.
Es sei m entweder der Wert ‖Hf(p)‖2 oder ‖Hf(p)‖F . Dann gilt

‖Hf(p)n‖ ≤ m ‖n‖
= m

(103)

Eingesetzt in Formel 102 ergibt sich

|h| ‖∇ f(p)‖+ |h|
2

2
‖Hf(p)n‖ ≤ |h| ‖∇ f(p)‖+ m|h|2

2
(104)

Zusammen mit der Ausgangsgleichung 98 führt dieses Ergebnis auf

f(q) ≤ |h| ‖∇ f(p)‖+ m|h|2

2

0 ≤ |h| ‖∇ f(p)‖+ m|h|2

2
− f(q)

(105)

Die Approximation für den Betrag von h lässt sich also als Nullstelle einer
quadratischen Gleichung schreiben. Hierbei seien, wie auch vorher, Gradi-
ent und Hesse-Matrix an der Stelle p angenähert durch die Werte an der
Stelle q.

|h| =

√
‖∇ f(q)‖2

m2
+ 2
‖f(q)‖
m

− ‖∇ f(q)‖
m

(106)

Dies ist auch die einzig mögliche Lösung, da |h| positiv ist. Nach der Vor-
zeichenregel von Descartes existiert bei dem in Formel 105 stehenden Po-
lynom exakt eine positive Nullstelle, da es einen Vorzeichenwechsel gibt.
Dies muss die größere der beiden Lösungen sein, weshalb das Vorzeichen
der Wurzel positiv gewählt werden kann. Dieses Ergebnis entspricht demje-
nigen in [23], wobei dort mit einzelnen partiellen Ableitungen gearbei-
tet wurde und somit ein Faktor 1

2 weniger in den quadratischen Termen

33



steht. Ein Vorteil der Matrix-Variante ist, dass beispielsweise GPU Hard-
ware ausgenutzt werden kann. Außerdem lässt sich die Hesse-Matrix mit-
tels automatischer Differenzierung zusammen mit Gradienten direkt beim
Berechnen mitbestimmen. Auch kann mit der Spektralnorm eine bessere
Abschätzung gewonnen werden, als es die polynombasierte Abschätzung
in [23] erlaubt. Allerdings ermöglicht diese Polynom-Variante eine einfa-
che Möglichkeit der Verallgemeinerung für höhere Ableitungen, wobei ver-
mutlich für die meisten Anwendungen die quadratische Approximation
ausreichend ist. Sie löst beispielsweise das Problem, dass der Gradient für
einen Punkt verschwindet, solange die Hesse-Matrix dies nicht auch tut.
Weitere Untersuchungen könnten in dieser Richtung gemacht werden.

3.3.6 Fraktale

Fraktale sind eine besonders aus ästhetischer Sicht interessante Klasse von
Objekten für die Computergrafik. Bilder der Mandelbrotmenge sind oft ein
Beispiel für die Schönheit verborgen in mathematischen Formeln. Bekannt
geworden durch Benoit B. Mandelbrot eignen sich Fraktale zur Beschrei-
bung vieler komplexer in der Natur vorkommender Phänomene. In ”How
Long Is the Coast of Britain” [25] wird das Phänomen beschrieben, dass die
Länge einer Küstenlinie nicht genau bestimmbar ist und davon abhängt,
wie groß der kleinste Maßstab zur Messung ist. Je kleiner dieser gewählt
wird, desto länger wird die vermessene Küste. Dies entspricht nicht der
Vorstellung, dass eine Küste als natürliches Objekt nur eine begrenzte Län-
ge hat, also mathematisch eine rektifizierbare Kurve ist. Mandelbrot führ-
te dafür den Begriff der fraktalen Dimension ein. Objekte können demnach
auch eine Dimensionszahl besitzen, welche keine ganze Zahl ist. So ist die
Dimension der britischen Küste etwa 1, 25, was den Umstand beschreibt,
dass sie wie eine eindimensionale Kurve aussieht, sich aber etwas anders
verhält. In diesem Zusammenhang ist auch die Peano Kurve zu nennen,
welche jeden Punkt eines Quadrats, einer zweidimensionalen Fläche, er-
reicht. Eine vollständige Beschreibung von Fraktalen ist im Rahmen dieser
Arbeit nicht möglich. Für eine umfangreiche Einführung in das Thema, sie-
he etwa [26]. Darin werden auch einige Eigenschaften beschrieben, welche
oft bei Fraktalen zu finden sind. Eine davon ist die (statistische) Selbstähn-
lichkeit. Dies bedeutet, dass Teile eines Fraktals aussehen, wie das gesamte
Fraktal. Dies wird in Abbildung 11 veranschaulicht. Weiterhin enthalten
sie ”unendlich viele Details”. Damit ist gemeint, dass auf jeder Vergröße-
rungsstufe Einzelheiten erkennbar sind. Dies steht im Gegensatz etwa zu
glatten Kurven oder Oberflächen. Diese sehen nach Definition in genügend
kleinen Bereichen genauso aus, wie eine flache Ebene. Bekannt ist hier vor
allem die Mandelbrotmenge, die scheinbar endlose verschiedene Formen
zeigt, je weiter Bereiche vergrößert werden. Weitere Eigenschaften haben
mit der Beschreibung der Fraktale zu tun. Auch wenn es zu erwarten wäre,
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Abbildung 11: Beispiele des Sierpinski Dreiecks

dass sich solch komplexe Objekte nur durch ebenso komplexe Formeln be-
schreiben lassen, ist das Gegenteil der Fall. Fraktale zeichnen sich oft durch
sehr simple Beschreibungen aus. So enthält beispielsweise die Mandelbrot-
menge alle komplexen Punkte c, welche bei wiederholter Anwendung der
Formel z2+cmit initial z = 0 nicht gegen unendlich streben. Ein Sierpinski
Dreieck entsteht durch wiederholtes Aufteilen eines Dreiecks in 4 Teild-
reiecke und Entfernen des mittleren. Zusammengefasst entstehen Fraktale
oft aus iterativer oder rekursiver Anwendung einer sehr einfachen Vor-
schrift. Andernfalls lassen sich die entstehenden Formen nicht durch sim-
ple bekannte geometrische oder funktionale Beschreibungen ausdrücken.
Hieraus wird ersichtlich, was die Probleme für klassische Rendering Ver-
fahren sind. Triangulierung ist schwer möglich und wird unhandlich für
hohen Detailgrad. Des Weiteren sind Schnittpunktsuche und Beleuchtung
schwierig. Distanzfelder erlauben für einige Fraktale allerdings eine naht-
lose Integration. Für Fraktale, welche ähnlich zum Sierpinski Dreieck kon-
struiert werden, ist eine Distanzfunktion unmittelbar bestimmbar (bis zu
einer beliebigen Genauigkeit). Es muss lediglich eine Distanzfunktion der
Grundobjekte, etwa Dreiecke, gegeben sein. Das Gesamtobjekt ergibt sich
aus einer iterativen Anwendung von Mengenoperationen. Beim Sierpinski
Dreieck werden nach und nach Dreiecke von einem Startdreieck subtra-
hiert, was nur die Berechnung der Dreieckspunkte und Anwendung der
Subtraktionsoperation aus 3.2.1 erfordert. Ein bekanntes dreidimensiona-
les Beispiel (bei endlicher Iteration) ist der nach Karl Menger benannte
Menger-Schwamm [27]. Als Startobjekt wird ein Würfel genommen. Des-
sen Seitenflächen werden nun in 27 Würfel zerlegt, also drei Schichten aus
jeweils neun Würfeln. Nun wird jeder Würfel, welcher sich in einer Schicht
in der Mitte befindet, entfernt. Die Schichten werden dabei sowohl verti-
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kal als auch horizontal betrachtet. Damit bleiben noch 20 Würfel übrig, für
die dieser Vorgang wiederholt werden kann. Eine andere Variante ist es,
eine horizontale und eine vertikale unendliche Säule vom Würfel abzuzie-
hen. Die Grundflächen sind dabei genau 1

9 der Würfelflächen. Beide Va-
rianten lassen sich einfach mit den bereits betrachteten Distanzfunktionen
und Operationen umsetzen. In Abbildung 12 ist diese Art der Konstruktion
für mehrere Stufen visualisiert.

(a) Ausgangswürfel (b) Stufe 1

(c) Stufe 2 (d) Stufe 5

Abbildung 12: Mehrere Stufen der Konstruktion eines Menger-Schwamms über
sukzessive Subtraktion von Teilwürfeln

Dieses Konstuktionsverfahren lässt sich allerdings auch nur für solche
Objekte nutzen, welche aus Grundprimitiven erzeugt werden. Fraktale,
wie etwa Mandelbrot- oder Julia-Mengen erlauben dies nicht. In [28, Ka-
pitel 4.2, Appendix D] sind verschiedene Formeln zur Approximation der
Distanz zum Rand der Mandelbrotmenge, beziehungsweise zu einer Julia-
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Menge hergeleitet. Eine davon ist gegeben durch

s(z) ≈ 2
|zn|
|z′n|

log |zn| (107)

Hierbei bezeichnet z eine komplexe Zahl. Die zn sind die Werte der n-ten
Anwendung der Iterationsformel für Mandelbrot- oder Julia-Menge. Die
Vorgehensweise besteht daraus, die Iteration für eine gegebene Anzahl von
Schritten zu wiederholen und aus dem Endergebnis die Distanz zu appro-
ximieren. Durch die rekursive Definition der Glieder zn+1 = z2

n + c lässt
sich die Ableitung ebenfalls rekursiv berechnen durch z′n+1 = 2znz

′
n + 1,

mit z′0 = 0 für eine Mandelbrotmenge und z′0 = 1 für eine Julia-Menge.
Da diese Mengen Teilmengen des komplexen Zahlenraumes sind, bieten
sie wenig Interessantes für dreidimensionale Darstellungen. Eine einfache
Verallgemeinerung auf 3D ist jedoch nicht möglich, da keine 3D Analogie
zu den komplexen Zahlen existiert. Abhilfe bieten die Quaternionen. Diese
erlauben, analoge Strukturen zu definieren. In [29] werden diese genau-
er untersucht, auch noch für den Fall der achtdimensionalen Oktonionen.
Außerdem wird darin die Gültigkeit der Formel 107 für höhere Dimensio-
nen gezeigt, ebenso wie eine theoretisch fundierte Abschätzung. Dazu sei
eine Funktion F der Form F(q) = qk + c gegeben. Die n-fache Anwendung
F(F(. . . )) geschrieben als Fn(q). q sei dabei ein Quaternion, wobei auch ei-
ne komplexe Zahl möglich ist. DF(q) bezeichnet die Ableitung. Dann ist
eine approximative Distanz durch folgende Formel gegeben:

s(q) ≈ |Fn(q)|
|DFn(q)|

(108)

s(q) >
1

K

|Fn(q)|
|DFn(q)|

(109)

K ist eine passend gewählte Konstante. Die Ableitung kann auch in diesem
Fall rekursiv berechnet werden als DFn+1(q) = kFnDFn.
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(a) Ein 3D Schnitt aus einer
Quaternionen-Julia Menge

(b) Ein 3D Schnitt aus einer
Quaternionen-Mandelbrot
Menge

Abbildung 13: Beispiele von Fraktalen generiert durch Formel 107

Es existieren noch viele weitere Fraktale, auf die hier nicht weiter ein-
gegangen werden kann. Die bisher betrachteten Objekte sind Elemente der
Gruppe von deterministischen Fraktalen. Dem entgegen stehen zufällige
Fraktale. Als Beispiel sei hier das 1/f2-Rauschen genannt, auch als Brownsches-
oder braunes Rauschen bekannt. Wie in [28] beschrieben, erfüllt dieses die
Eigenschaft der statistischen Selbstähnlichkeit und besitzt eine Dimension
von 1, 5. Eine Verallgemeinerung erlaubt auch die Definition von beliebi-
gen Dimensionen zwischen 1 und 2. Weiterhin kann dies auch auf mehrere
Dimensionen erweitert werden. Auf diese Weise lassen sich beispielsweise
Höhenkarten erstellen, welche natürlichen Bergformationen sehr ähnlich
sehen, wie in Abbildung 14 zu sehen ist.

3.3.7 Diskrete Felder

Während die bisher besprochenen Verfahren auf analytischen oder geome-
trischen Methoden basieren, ist es auch möglich, diskrete Daten darzustel-
len. Die Quellen für diskrete Daten sind vielfältig. Bereits gegebene Po-
lygonmodelle können konvertiert werden. Medizinische Aufnahmen lie-
fern direkt Volumendaten, wie auch andere Scan-Verfahren. Simulationen
werden oft diskret auf einem Gitter ausgeführt, etwa Verformungen eines
Körpers. Als letztes Beispiel sei die Abtastung von Funktionen genannt.
Darunter fallen beispielsweise die bereits in 3.3.5 besprochenen implizi-
ten Funktionen, aber auch Isoflächen, etwa für Dichtefunktionen von Wol-
ken oder Molekülen. Der Vorteil dieser Variante ist, dass alle Daten in ei-
nem einheitlichen Format vorliegen und verarbeitet werden können, ohne
dass beispielsweise eine funktionale Beschreibung gegeben sein muss. Ein
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Abbildung 14: Ein zufälliges fraktales Terrain, generiert durch den Algorithmus
”SpectralSynthesisFM2D” aus [28, Kapitel 2.6]

großer Nachteil ist generell der Speicherbedarf, da dieser kubisch mit der
Auflösung steigt. Ein umfassender Überblick über verschiedene Techniken
findet sich beispielsweise in [22]. Die vorhandenen Volumendaten geben
allerdings nur die Objektpunkte selbst an, benötigt wird jedoch eine Di-
stanzfunktion. Für implizite Funktionen existieren direkte Lösungsverfah-
ren, welche diskrete Distanzfelder erzeugen. Ein Beispiel dafür ist die Fast-
Marching-Methode, welche eine Erweiterung des Dijkstra-Algorithmus’ ist.
Sie basiert darauf, dass von bekannten Randpunkten des Objektes die Di-
stanz schrittweise ausgebreitet wird. Als Alternative können die Ränder ei-
ner impliziten Funktion direkt in einem Binärgrid abgetastet werden. Aus-
gehend von solch einem Binärgitter, welches allgemein auch für andere
vorher genannte Daten erstellt werden kann, lässt sich ein Distanzfeld mit
bekannten Algorithmen zur Distanztransformation erzeugen. Hierzu sind
etwa die Chamfer Methoden bekannt, welche nicht exakt, dafür aber schnell
mit O(n) sind [22]. Im Vergleich dazu sind Fast-Marching Methoden ge-
nerell O(n log n), wobei auch etwa eine O(n) Variante existiert. Bei dieser
werden Distanzen zur Priorisierung quantifiziert, um eine Tabelle statt ei-
ner Priority-Queue zu nutzen, wobei ein vernachlässigbarer Fehler erzeugt
wird [30]. Eine weitere Methode ist die Meijster Distanztransformation,
welche für 2D definiert wurde, aber auch für höhere Dimensionen verallge-
meinert werden kann. Diese hat den Vorteil, exakte euklidische Distanzen
in O(n) zu erzeugen [31, 32]. Das Ergebnis all dieser Verfahren ist ein Git-
ter, welches die Distanz oder eine Approximation dieser zum Objekt ent-
hält. Dieses Gitter kann dann im Raum positioniert werden. Distanzen für
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beliebige Punkte innerhalb einer Zelle können über trilineare Interpolati-
on gewonnen werden. In [33] wird bemerkt, dass sogar niedrig aufgelöste
Distanzfelder gute Normalen zur Beleuchtung des Objekts bieten, bei Be-
rechnung des diskreten Gradienten der Gitterzellen. Dieser Umstand und
die gute Rekonstruktionsfähigkeit wird in Abbildung 15 verdeutlicht.

(a) Kugeldurchmesser von etwa 6 Voxeln

(b) Kugeldurchmesser von etwa 60 Voxeln

Abbildung 15: Beispiel des Renderings eines diskreten Distanzfeldes. In beiden
Fällen wurde das Distanzfeld einer Kugel abgetastet. In 15a ent-
spricht der Kugeldurchmesser gerade einmal ungefähr 6 Voxeln,
erlaubt aber bereits eine gute Visualisierung. In 15b ist der Durch-
messer etwa 60 Voxel und zeigt bereits eine sehr genaue Rekon-
struktion
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3.4 Bounding Volumes

Bei größerer Anzahl von Objekten ist es sinnvoll, wie auch bei anderen
Darstellungen der Daten, diese zu gruppieren oder anzuordnen, um die
Berechnungen zu beschleunigen. Eine Form der Gruppierung sind die so-
genannten Bounding Volumes, beziehungsweise Bounding Volume Hier-
archies (BVH). Hierbei wird ein Objekt gewählt, welches eine äußere Hülle
repräsentiert. Es umgibt eine Menge von weiteren Objekten. Der Abstand
zur Hülle ist damit kleiner oder gleich dem Abstand zu jedem enthaltenen
Objekt. Sinnvollerweise sollte das Hüllobjekt eine einfache und schnelle
Distanzfunktion besitzen. Es bieten sich daher beispielsweise Ebenen, Ku-
geln oder Quader an. Natürlich können Hüllobjekte weitere Hüllobjekte
enthalten, wodurch eine hierarchische Struktur entsteht, die BVH. In Algo-
rithmus 1 wird eine modifizierte Variante zu dem in [9] vorgestellt, welche
in ähnlicher Weise auch in [34] erscheint. Dabei wird ein Minimum-Heap
verwendet, welcher nach Distanz sortiert. Zur Initialisierung werden alle
Grundobjekte hinzugefügt. An oberster Stelle steht nun das Objekt mit der
kleinsten Distanz. Falls dies kein Bounding Volume ist, wurde bereits die
kleinste Distanz gefunden, denn falls irgendein weiteres Objekt in einem
Hüllobjekt existiert, so ist sein Abstand größer als der des Hüllobjekts. Da
dieses aber schon weiter als das vorderste Objekt entfernt ist, können die
enthaltenen Objekte nicht näher liegen. Falls an vorderster Stelle ein Hüll-
objekt liegt, so wird es entfernt. Für alle enthaltenen Objekte wird die Di-
stanz berechnet und sie werden in den Heap eingegliedert. Dieser Vorgang
wird solange wiederholt, bis das vorderste Objekt kein Hüllobjekt mehr ist.
Falls mindestens ein normales Objekt existiert, terminiert dieser Algorith-
mus mit der kleinsten Distanz, falls nicht, wird der Heap irgendwann leer
werden. Dann kann die Distanz auf∞ gesetzt werden.
Bounding Volumes können anhand bekannter Ausdehnungen beim Erstel-
len eines Objektes errechnet werden, im einfachsten Fall zum Beispiel für
Kugeln mit bekanntem Radius. Falls keine direkte Formel bekannt ist, et-
wa nur ein Distanzfeld gegeben ist, kann eine Methode beschrieben in [34]
genutzt werden. Dabei wird eine Menge von Ebenen Ei betrachtet, jeweils
gekennzeichnet durch einen Normalenvektor ni. Für einen Punkt p lässt
sich die Distanz, wie auch in 3.3.1 beschrieben, als di = ni ·p berechnen. Für
ein beschränktes Objekt wird es Punkte geben, sodass eine minimale und
maximale Distanz angenommen wird. Die Suche nach den Distanzwerten
für die umgebenden Ebenen beschränkt sich also auf ein Extremwertpro-
blem mit Einschränkung auf die Punkte des Objektes. Da die Punkte gege-
ben sind durch eine implizite- oder speziell eine Distanzfunktion der Form
s(p) = 0. Als Lagrange Problem formuliert:

hi(p, λ) = ni · p + λ s(p) (110)
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Die gleiche Formulierung für eine Bounding-Sphere:

h(p, λ) = ‖p‖+ λ s(p) (111)

Das Problem kann mit Standardverfahren für nichtlineare Optimierung mit
Gleichheitsnebenbedingungen gelöst werden.

Input : Position p, Menge ObjectList von Objekten mit
zugeordneten Distanzfunktionen s

Output : Minimale Distanz t
H ← initializeHeap();
foreach S ∈ ObjectList do

dist← sS (p) ;
pushWithPriority(H,S , dist);

end
while ¬ empty(H) do

O ← popTop(H);
if isBoundingVolume(O) then

SubList← getSubElements(O);
foreach S ∈ SubList do

dist← sS (p) ;
pushWithPriority(H,S ,dist);

end
else

return sO(p) ;
end

end
return∞ ;

Algorithmus 1 : Algorithmus zum Finden des kleinsten Abstandes in ei-
ner BVH basierend auf einer Minimum-Heap Datenstruktur

4 Texturierung

Im Gegensatz zu polygonbasierten Verfahren ist es bei der Modellierung
durch Distanzfelder generell nicht direkt möglich, Texturen auf bestimmte
Oberflächen zu legen. Während gängige 3D Bearbeitungsprogramme das
direkte Anpassen der Parametrisierung von Polyygonpunkten zu Textur-
punkten erlauben, fällt dies bei Distanzfeldern schwer, da keine direkte
Oberflächenrepräsentation gegeben ist. Daher müssen andere Methoden
zur Texturierung genutzt werden. Generell stehen als Informationen zur
Parametrisierung die Position im Raum, sowie die Normale zur Verfügung,
wobei natürlich auch weitere Größen, wie die Krümmung berechnet wer-
den könnten. Ausgehend davon bieten sich verschiedene Varianten an. Ei-
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ne davon ähnelt Environment-Maps für Reflektionen. Die Einheitsnormale
wird genutzt, um Höhen- und Breitengrad auf der Einheitskugel zu bestim-
men. Höhe und Breite können dann als 2D Koordinaten in einer gegebenen
Texture genutzt werden. Auf ähnliche Weise lässt sich auch die Weltposi-
tion nutzen. Hierbei bieten sich beliebige, auch aus der Kartographie be-
kannte, Projektionen an. Als Beispiel seien die stereographische Projektion
oder die Projektion auf die Randflächen eines Zylinders genannt. Eine wei-
tere Variante sind die sogenannten ”Solid Textures” [35]. Hierbei wird eine
volumetrische Textur genutzt, entweder als Volumentextur oder direkt als
Funktion t(x). Diese kann beliebige Werte wie Farbe, Rauheit oder Glanz
enthalten. Solid Textures bieten sich für Distanzfelder an, da auch automa-
tisch deformierte oder kombinierte Objekte texturiert werden können.

(a) Eine Schachbrett-Textur mithil-
fe einer Kugelprojektion auf das
Objekt gelegt

(b) Eine Schachbrett-Textur mithilfe
einer Zylinderprojektion auf das
Objekt gelegt

(c) Einfache Solid Texture, welche
Ringen in einem Baum nachemp-
funden ist

(d) Solid Texture mit komplexerer
Generierungs-Funktion

Abbildung 16: Beispiele verschiedener Texturierungen eines Objekts

5 Tracing Verfahren

Bisher wurden Distanzfelder an sich betrachtet, also wie sie hergeleitet,
kombiniert und verändert werden können. Was noch fehlt, beziehungswei-
se nur beiläufig erwähnt wurde, ist eine Beschreibung dazu, wie sie explizit
auch dargestellt werden können. Das soll der folgende Abschnitt nachho-
len. Dazu wird ein besonderer Algorithmus, das Sphere Tracing vorgestellt.
Zuvor sollen kurz weitere Verfahren betrachtet werden.

43



5.1 Überblick

Eine generelle Variante, ist das Raymarching. Die Idee dahinter ist es, so-
lange auf dem Sichtstrahl zu ”wandern”, bis ein Objekt erreicht wurde. In
der einfachsten Variante ist dabei eine feste Schrittweite vorgegeben. Dies
wird in Algorithmus 2 gezeigt. Ein großes direkt offensichtliches Problem

Input : Position p, Richtung d, maximale Distanz tmax, Schrittweite
s, Funktion zum Prüfen, ob Punkt innerhalb von Objekten
ist inside

Output : Distanz t
t← 0;
while ¬ inside(p + td) ∧ t < tmax do

t← t+ s;
end

Algorithmus 2 : Ein simpler Raymarching Algorithmus

dieser Technik ist, dass je nach gewählter Schrittweite zu kleine Strukturen
übersprungen werden. Die einzige Möglichkeit, eine bessere Qualität dabei
zu erreichen, ist es, die Schrittweite sehr gering zu setzen. Ein Vorteil von
dieser Raymarching Variante ist allerdings, dass sie sehr einfach ist und le-
diglich eine Methode zum Prüfen, ob ein Punkt innerhalb der Objekte liegt,
benötigt.
Eine erste Erweiterung besteht daraus, eine geeignete Funktion zu defi-
nieren, deren Nullstellen die Oberfläche der Objekte darstellen, also ei-
ne implizite Darstellung zu finden, wie in 3.3.5. Damit reduziert sich der
Marching-Algorithmus auf das Finden der ersten Nullstelle entlang des
Strahls. Dazu existieren verschiedene Methoden, wie das Newtwon-Verfahren
oder Intervall-Arithmetik, siehe dazu etwa [36, 37, 38]. Ein Problem dieser
Techniken ist, dass meist die Differenzierbarkeit der Funktionen vorraus-
gesetzt wird und auch eine Ableitung numerisch oder analytisch berechnet
werden muss. Dies kann beispielsweise dann ein Problem werden, wenn
Operationen wie in 3.2.1 beschrieben implementiert werden sollen. Unter
Ausnutzung der besonderen Eigenschaften der Distanzfelder wurde von
Hart der Algorithmus Sphere Tracing entwickelt, auf welchen im Folgen-
den genauer eingegangen wird.

5.2 Sphere Tracing

Das von Hart in [9] vorgestellte Verfahren ist ebenfalls eine spezielle Va-
riante des Raymarchings. Die Grundidee, von der auch der Name ”Sphe-
re Tracing” stammt, ist die Unbounding-Sphere. In Analogie zu Bounding-
Spheres, welche eine Menge von Objekte umschließen, um einen minima-
len Abstand für diese zu definieren, geben Unbounding-Spheres einen mi-
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nimalen Abstand an, in dem kein Objekt zu finden ist. Sie umschließen
also freien Raum. Für einen gegebenen Punkt gibt die Distanzfunktion da-
bei den Radius einer Unbounding-Sphere an. Während eines Raymarching
Durchgangs kann damit die Schrittweite so gewählt werden, dass sie inner-
halb dieser Beschränkung liegt. Dadurch ist sichergestellt, dass kein Teil ei-
nes Objektes zwischen aktueller Position und neuer liegt. Somit wird kein
Schnittpunkt übersehen. Dies wird in Abbildung 17 verdeutlicht.

Abbildung 17: Die Idee des Sphere Tracings

Eine wichtige Eigenschaft dieser Methode ist, dass keine Ableitungen
benötigt werden, lediglich die Angabe der Distanzfunktion. Dadurch kön-
nen auch nicht überall differenzierbaren Funktionen wie min oder max be-
handelt werden. Wie bereits in 3.2.1 erwähnt, nutzt Hart Lipschitz-stetige
Funktionen. Exakte Distanzfunktionen genügen der Lipschitz Konstante
1. In Gleichung 13 wurde bereits gezeigt, wie die Konstante zur Definiti-
on einer Distanzschranke benutzt werden kann. Offensichtlich wird auch
dann kein Objekt getroffen, wenn die Schrittweite geringer als der Radi-
us der Unbounding-Sphere ist, weswegen auch eine Distanzschranke aus-
reichend ist, um den Sphere Tracing Algorithmus auszuführen. Dies kann
auch wünschenswert sein, um etwa die Schrittweite im Falle von approxi-
mierten Distanzfeldern oder Verzerrungen zu reduzieren, da hier eventuell
keine globale obere Schranke existiert. Es wird sonst davon ausgegangen,
dass eine gegebene Funktion bereits in ihrer Definition mit der passenden
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Lipschitz Konstanten angepasst wurde und stets eine Distanzschranke dar-
stellt. Damit folgt als Erweiterung von Algorithmus 2 das grundlegende
Vorgehen nach Hart in Algorithmus 3

Input : Position p, Richtung d, maximale Distanz tmax,
Distanzfunktion für minimale Distanz s, Genauigkeit ε

Output : Distanz t
t← 0;
while t < tmax do

dist← s(p + td);
if dist < ε then

return t;
end
t← t+ dist ;

end
return∞ ;
Algorithmus 3 : Grundalgorithmus des Sphere Tracing Verfahrens

5.3 Erweiterung

Es existiert eine Erweiterung zum reinen Sphere Tracing, welche in [39]
vorgestellt wurde. Eine der Hauptideen ist dabei, ein Overrelaxation Ver-
fahren anzuwenden. Ein Problemfall für Sphere Tracing sind große planare
Flächen, die fast parallel zum Sichtstrahl stehen. In diesem Fall wird beim
normalen Sphere Tracing bei Sichtstrahlen nah an der Fläche eine sehr klei-
ne Distanz gemeldet. Da aber der Strahl fast parallel ist, wird diese Distanz
über große Entfernungen nicht kleiner, obwohl ein Schnittpunkt erst später
oder gar nicht existiert. Dieser Umstand wird in Abbildung 18 dargestellt.
Wird als Schrittweite nicht die Distanz gewählt, sondern ein Vielfaches,
so kann in solchen Fällen offensichtlich viel schneller ein Ergebnis erreicht
werden. Da oft eine maximale Anzahl von Schritten vorgegeben ist, kann
so verhindert werden, dass der Strahl bei solchen Situationen vorher fälsch-
licherweise terminiert. Allerdings darf kein beliebiges Vielfaches gewählt
werden, da sonst natürlich Objektteile übersprungen werden können. Die
Idee der Autoren ist es, aufeinanderfolgende Unbounding Spheres zu be-
trachten. Schneiden sich diese in einem Bereich, so liegt der gesamte Weg
vom ersten zum zweiten Punkt im freien Bereich und der Schritt war un-
gefährlich. Falls diese sich allerdings nicht schneiden, so wurde eventuell
etwas übersprungen. In diesem Fall wird auf den vorhergehenden Punkt
zurückgesetzt und auf reguläres Sphere Tracing zurückgegriffen. Weiter-
hin wurde ein Screenspace basiertes Kriterium vorgestellt, als Ersatz zu
einem festem kleinen Wert, ab dem terminiert wird. Das Kriterium besagt
dabei, dass der Strahl terminiert werden kann, falls die Distanz kleiner als
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die Hälfte eines Pixels ist. Allerdings kann dies Probleme verursachen, falls
hohe Deformationen vorliegen. Je nach Verfahren und Rendering-Region
wird eventuell eine zu hohe konservative Lipschitz Konstante gewählt, et-
wa bei einem globalen Optimierungsverfahren, wie beschrieben in 3.2.2.
Die nach der Division durch diese Konstante erhaltenen Distanzen können
stark unterschätzen, was bei einer Pixelmetrik zu falschen Schnittpunkten
führen kann.

Abbildung 18: Beispiel einer zur Kamera parallelen Ebene. Da kein Ziel erreicht
wird, wird der Hintergrund zu früh fälschlicherweise sichtbar

6 Besondere Effekte

Traditionelle Rendering Verfahren haben meist den Nachteil, dass keine
oder kaum Informationen über die Umgebung eines Punktes gegeben sind.
Distanzfelder allerdings enthalten wichtige Attribute. Wie bereits vorher
beschrieben, entspricht der Gradient einer Distanzfunktion an der Ober-
fläche eines Punktes der Normalen und außerhalb der Normalen der Ni-
veaumenge an dieser Stelle. Die Hesse-Matrix Hs kann verwendet werden,
um Krümmung zu errechnen. Das ergibt sich daraus, dass die Krümmung
aus der Änderung der Normalen gewonnen wird. Da die Hesse-Matrix die
Ableitung des Gradienten ist, entspricht sie der Ableitung der Normalen.
Bei einer exakten Distanzfunktion gilt ‖∇ s(x)‖ = 1, siehe 3.3.5. Damit ent-
spricht der Gradient der Gauss-Abbildung, die jedem Oberflächenpunkt
die Einheitsnormale zuweist und die Hesse-Matrix der Weingarten Ab-
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bildung. Die mittlere Krümmung errechnet sich dann als 1
2 Spur(Hs) und

die Gausskrümmung als det(Hs). Hauptkrümmungen können durch die
Eigenwerte gewonnen werden. Siehe dazu etwa [22] und Abbildung 19.
Im Falle von inexakten Distanzfunktionen sollte der Gradient normalisiert
und davon die Ableitung betrachtet werden. Doch auch neben Normalen
und Krümmung kann die Distanzfunktion zur Annäherung einiger Effek-
te genutzt werden, die sonst nur schwer zu berechnen wären, wie im Fol-
genden genauer beschrieben wird. Allerdings ist zu bemerken, dass die-
se Techniken eine genaue Distanzfunktion erfordern. Bei Operationen mit
starker Verformung oder impliziten Oberflächen kann es daher zu Artefak-
ten kommen.

Abbildung 19: Visualisierung der Richtung der größten Krümmung auf einem To-
rus, gegeben als Eigenvektor zum größten Eigenwert der Hesse-
Matrix der Torus-Distanzfunktion

6.1 Weiche Schatten

Einer der großen Bereiche der Echzeitgrafik ist die Erzeugung von gut
aussehenden weichen Schatten. Hierzu wurden viele Varianten vorgestellt,
meist basierend auf Shadow Maps. Generell besteht das Problem, dass viele
Samples genutzt werden müssen, um gute Ergebnisse zu erhalten. Hierun-
ter fallen beispielsweise einfaches Percentage-Closer-Filtering oder Varian-
ce Shadow Maps. In einem Raytracing System kann eine flächige Lichtquel-
le an mehreren verschiedenen Punkten abgetastet werden und über einen
Strahl auf Sichtbarkeit überprüft werden. Die Ergebnisse können daraufhin
zusammengerechnet werden, um eine Annäherung an den Schattierungs-
anteil zu erhalten. Für einen Überblick über Algorithmen zur Erzeugung
weicher Schatten siehe [40] und über harte Schatten mit Shadow Maps [41].
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Distanzfelder ermöglichen verschiedene Möglichkeiten, weiche Schatten
zu generieren. Die Idee entspricht dem der gerade beschriebenen Schat-
tentaster, allerdings wird nur derjenige Strahl zum Zentrum des Lichts be-
nutzt. Falls eine Verdeckung vorliegt, so wird dieser Strahl stoppen, bevor
er das Licht erreicht, der Punkt liegt also im Schatten. Um die Schattenkan-
te herum wird der Strahl allerdings nahe am Objekt vorbei verlaufen. Der
minimale Abstand und dessen Position auf dem Strahl erlauben es, eine
effektive sichtbare Lichtfläche zu berechnen. Im einfachsten Fall einer ge-
nügend großen Lichtkugel entpricht der sichtbare Bereich ungefähr einem
Kreis senkrecht zum Strahl an der Minimalposition mit Minimalabstand
als Radius. Der Schattierungsfaktor kann dann abhängig von der Position
und Größe des Sichtbarkeitskreises bestimmt werden. Wichtig ist jedoch,
dass der Minimalabstand nicht direkt bestimmt werden kann, da der zu
schattierende Punkt ja auf einem Objekt liegt und dessen Distanzfunktion
in dieser Umgebung nahe an 0 ist. Dementsprechend können verschiedene
Vereinfachungen vorgenommen werden. Eine davon besteht daraus, eine
feste Anzahl von Punkten auf dem Sichtstrahl zu betrachten und deren Di-
stanzwerte mit einer passend gewählten Funktion zusammenzufügen. In
[42] werden 6 Punkte vorgeschlagen, wodurch bereits überzeugende Er-
gebnisse erhalten werden können.
In [2] werden diskrete Distanzfelder zur Schattierung benutzt. Die Idee
dahinter ist es, den minimalen Wert der Verdeckung auf der Strecke von
Punkt zu Licht zu finden. Die Verdeckung errechnet sich dabei als Verhält-
nis aus dem aktuellen Radius des größten Kegels zur aktuellen Distanz.
Der Radius des Kegels ist dabei der Abstand zum Punkt. Dies kann al-
lerdings zu falschen Ergebnissen führen. Zum einen durch die bereits an-
gesprochenen nicht exakten Distanzfelder, zum anderen die Position des
Lichtes. Für ein Licht innerhalb einer Szene wird die Distanzfunktion auch
für die Position des Lichts den kleinsten Abstand zur Szene berechnen.
Liegt ein Objekt in der Umgebung, beispielsweise nahe hinter dem Licht,
betrachtet vom zu testenden Punkt, so wird die Distanz zu dem nahelie-
genden Objekt am Punkt des Lichtes errechnet. Auch wenn das Licht frei
liegt, würde die gerade beschriebene Sichtbarkeitsberechnung stets zu ge-
ring ausfallen. Je weiter der Punkt entfernt ist, desto kleiner fiele das Ver-
hältnis von letzter Distanz und Sichtkegelradius (Länge bis zum Licht) aus.
Für Richtungslichter existiert dieses Problem offensichtlich nicht. Um dem
entgegenzuwirken, müsste der tatsächlich maximale Kegelradius um das
Licht herum berechnet werden, eventuell noch verfeinert durch die Grö-
ße des Lichts. Dies würde wiederum komplexere Berechnungen erfordern.
Zur Vereinfachung könnten die gemessenen Distanzwerte beispielsweise
einfach mit einem Faktor vergrößert werden. Für die in Abbildung 20a
erzeugten Schatten wurde die Heuristik genutzt, den Distanzwert an der
Lichtposition als maximalen Radius zu definieren. Dadurch kann für je-
den Messpunkt ein Referenzradius errechnet werden, der dann mit dem
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Distanzwert verglichen werden kann. Sei der Messpunkt t Einheiten vom
Schnittpunkt entfernt, l die Länge bis zum Licht und dlight die Distanz, die
beim Licht gemessen wurde. Dann errechnet sich der heuristische Kegelra-
dius r als

r =
tdlight

l
(112)

Das Resultat ist ein weicher Schatten, welcher im Gegensatz zu sonstigen
Verfahren keine einfache Unschärfe ist, sondern geometrisch motiviert ist
und nur einen weiteren Strahl benötigt, welcher ohnehin zur Sichtbarkeit
der Lichtquelle gebraucht wird.

(a) Weiche Schatten (b) Genaue Schatten

Abbildung 20: Vergleich von erzeugten weichen und harten Schatten

6.2 Ambient Occlusion

In vielen aktuellen Echtzeit-Rendering Systemen ist die Nutzung von soge-
nannten Ambient Occlusion Verfahren verbreitet, um einen besseren Ein-
druck von Form und Position von Objekten zu erhalten. Die Grundidee ba-
siert dabei auf der sehr aufwendig zu berechnenden diffusen Beleuchtung.
Für einen Oberflächenpunkt wird die Beleuchtung als Integral über die ein-
fallende Beleuchtung aus der in Richtung der Normalen zeigenden Hemi-
sphäre berechnet. Dies ist die bekannte Rendering Gleichung nach Kajiya
[3], kurz beschrieben in Abschnitt 2.2. Ambient Occlusion vereinfacht die-
se dadurch, dass ungefähr berechnet wird, welcher Anteil der Hemisphäre
durch Objekte in der näheren Umgebung verdeckt wird. Da Strahlen in
diese Richtung nicht direkt in die erleuchtete Umgebung treffen, sondern
diese maximal über Sekundärstrahlen erreichen, wird angenommen, dass
sie keinen Beitrag zur Beleuchtung liefern.
Es existieren Screenspace Verfahren, welche den Tiefenpuffer einer Szene
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nutzen. Hierbei werden in der einfachsten Variante eine Menge von Punk-
ten in der Hemisphäre ausgewählt. Jeder Punkt kann dabei in den Screen-
space transformiert werden, mit seiner korrekten Tiefe. Diese Tiefe kann
mit derjenigen aus dem Tiefenpuffer verglichen werden. Ist sie größer, so
verdeckt ein anderer Punkt den gewählten. Durch eine gewichtete Kombi-
nation der einzelnen Verdeckungen kann so ein Schätzwert für den Anteil
der verdeckten Hemisphäre berechnet werden. Dieser Wert wird anschlie-
ßend mit der weiteren Beleuchtung verrechnet. Nachteile dieser Verfah-
ren sind zum einen die Anzahl an Samples, die für gute Ergebnisse ge-
braucht wird, sowie die fehlenden Informationen, da lediglich der Tiefen-
puffer, aber keine Geometrie genutzt wird. Für einen Überblick über die
Entwicklung von Ambient Occlusion, siehe [43] und für eine Beschreibung
der ersten Screenspace Variante [44].
In [45] wird eine Variante des Ambient Occlusion mithilfe von Distanzfel-
dern beschrieben. Im Gegensatz zu Screenspace oder anderen Raytracing
Verfahren ist für jeden Punkt genau bekannt, wie weit er von allen Objek-
ten der Szene entfernt ist. Es werden von einem Oberflächenpunkt nun ei-
nige wenige nahe Abtastpunkte in Richtung der Normalen gewählt. Ist die
Umgebung frei, so entspricht der Abstand vom gewählten Punkt genau
dem, welche die Distanzfunktion liefert. Falls aber etwas Verdeckendes in
der Nähe ist, so unterscheiden sich beide Werte. Eine gewichtete Summe
dieser Unterschiede kann dann zur Verschattung genutzt werden. Offen-
sichtlich erlaubt diese Methode nur die Erkennung von Verschattungen in
einem Kegel mit einem Öffnungswinkel von 90◦, da der Durchmesser ma-
ximal genauso groß ist, wie die Höhe (der Abstand zum Punkt). In Abbil-
dung 21 werden Ergebnisse dieser Technik dargestellt. Der Mehraufwand
dieser Berechnungen waren lediglich 5 Aufrufe der Distanzfunktion. Es ist
zu erkennen, dass dieses simple Verfahren bereits stark zum räumlichen
Eindruck von Objekten mit vielen Einkerbungen beiträgt.
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(a) Szene mit Beleuchtung ohne
Schatten

(b) Szene mit Beleuchtung ohne
Schatten mit Ambient Occlusion

(c) Szene nur mit Ambient Occlusion

Abbildung 21: Darstellung der angehnäherten Ambient Occlusion mit 5 Samples.
Auch ohne explizite Schattenberechnungen werden Form und Nä-
he von Objekten erkennbar

6.3 Indirekte Beleuchtung

In [45] wird neben Ambient Occlusion auch indirekte Beleuchtung berech-
net. Beide dort beschriebenen Techniken basieren darauf, die Szene zu vo-
xelisieren und anschließend eine Distanztransformation oder eine Annähe-
rung derer zu berechnen. Die Annäherung besteht aus konsekutivem Blur-
ring und Downsampling. Zur Berechnung der indirekten Beleuchtung wer-
den die einzelnen Farbkanäle getrennt betrachtet. Für einen zu beleuchten-
den Punkt können somit verschiedene Distanzwerte pro Farbe gewonnen
werden. Diese können dann anhand der Distanzen gewichtet werden und
ergeben den indirekten Teil.
Im Folgenden soll eine neue Technik vorgestellt werden. In Abbildung 23
wird das Ergebnis dargestellt. Während eine genaue Berechnung von in-
direktem Licht sehr aufwendig ist, da theoretisch die ganze Hemisphä-
re mit sekundären Strahlen abgesucht werden muss, lässt sich der Auf-
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bau mit Distanzfunktionen erleichtern. Hierzu seien die einzelnen Distanz-
funktionen der in der Szene vorkommenden Objekte gegeben, sowie ei-
ne durchschnittliche Farbe. Für einen Oberflächenpunkt ist dabei bekannt,
zu welchem Objekt er gehört. Im Folgenden werden Distanzen zu allen
anderen Objekten berechnet. Unter der Annahme, dass die Objekte um
die nächstgelegenen Punkte eine gewisse Ausdehnung haben, kann da-
von ausgegangen werden, dass indirekte Beleuchtung von dort empfan-
gen wird. Dementsprechend werden die Objektfarben gewichtet durch ei-
ne Funktion ihrer Distanzen, addiert und der Durchschnitt gebildet. Abbil-
dung 22 zeigt das Ergebnis.

(a) Szene mit direkter und indirekter
Beleuchtung

(b) Szene mit indirekter Beleuchtung

Abbildung 22: Darstellung der angehnäherten indirekten Beleuchtung

Allerdings werden zwei Probleme dieser Variante schnell ersichtlich.
Zum einen werfen auch schattierte Bereiche Licht auf andere Objekte, wie
etwa in den Schlagschatten der beiden Quader zu beobachten ist. Ande-
rerseits wird Licht auch durch Objekte hindurch verbreitet, wie auf dem
rechten Quader gut zu sehen ist. Die blaue Wand hinter ihm hat Einfluss
auf seine vordere Seite, obwohl diese der Wand abgewandt ist. Zur Lö-
sung dieser Probleme kann der Gradient genutzt werden. Falls ein Objekt
nah genug ist, um potentiell einen indirekten Beitrag zu leisten, wird der
Gradient von dessen Distanzfunktion berechnet. Der Gradient steht senk-
recht auf den Niveaumengen der Funktion, welche im nahen Bereich der
Form des Objekts entsprechen und sich mit höherer Distanz immer mehr
einer Kugelform annähern, zumindest für beschränkte Objekte. Dement-
sprechend sollte für den Einflussbereich des indirekten Lichts der Gradi-
ent der generellen Form des Objekts entsprechen. Ebenso wird der Punkt
auf dem Objekt in der Umgebung liegen. Der von da zum Licht zeigende
Vektor sollte also ähnlich zu dem am Oberflächenpunkt sein. Dadurch er-
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gibt sich die Lösung des ersten Problems daraus, den unbekannten Punkt
mithilfe des Lichtvektors und des Gradienten an dieser Stelle grob zu be-
leuchten. Ein einfaches Skalarprodukt, zwischen 0 und 1 geklemmt, wurde
für die hier gezeigten Bilder verwendet. Zur Lösung des zweiten Problems
wird genutzt, dass nur solche Flächen direkt Licht austauschen können,
deren Normalen in verschiedene Halbräume zeigen. Die Indirektion wird
also nur gewertet, falls das Skalarprodukt der Normalen am Punkt und
des Gradienten der Distanzfunktion des gewählten Objektes kleiner als
0 sind. Alternativ kann eine Gewichtung gemäß des Skalarproduktes ge-
wählt werden. Das Ergebnis dieser Verbesserungen ist in Abbildung 23 zu
sehen.

(a) Szene mit direkter und indirekter
Beleuchtung

(b) Szene mit indirekter Beleuchtung

Abbildung 23: Darstellung der angehnäherten indirekten Beleuchtung mit zu-
sätzlicher Gradientenberechnung

Im Gegensatz zur genauen Berechnung der indirekten Beleuchtung,
welche viele Abtastungen für gute Ergebnisse braucht, ist dieser Ansatz
sehr günstig. Es wird nur ein Aufruf pro Distanzfunktion initial benötigt
(ohne Beachtung von Beschleunigungsstrukturen). Für alle Objekte im Ein-
flussbereich, welcher je nach gewählter Gewichtungsfunktion sehr klein
sein kann, wird anschließend ein Gradient berechnet, was im einfachsten
Fall 8 weitere Aufrufe erfordert. Werden generell nur die c nächsten Objek-
te aus n Stück mit einbezogen, so ist die Gesamtzahl der Aufrufe n + 8c.
Im Vergleich dazu muss für eine Strahlenverfolgung an jedem Punkt die
minimale Distanz berechnet werden, es wären also n Aufrufe pro Strahl-
punkt benötigt, wiederum ohne weitere Beschleunigungsstrukturen. Wei-
terhin würden mehrere solcher Strahlen berechnet. Der hier vorgestellte
Algorithmus benötigt jedoch bei fester Zahl von Objekten für jeden Punkt
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maximal 9n oder n + 8c Aufrufe, ist also sehr günstig und erzeugt bereits
befriedigende Ergebnisse, da indirekte Beleuchtung wenige Details benö-
tigt. Vor allem für Echtzeit-Implementationen kann dies zusammen mit
Ambient Occlusion einiges bewirken. Beide Verfahren haben im Gegensatz
zu sonst genutzten Screenspace Verfahren den Vorteil, geometriebasiert zu
sein und können somit auch in nicht vollständig sichtbaren Bereichen ge-
nutzt werden.

7 Implementation

Im Zuge dieser Arbeit wurden zwei Varianten eines Distanzfeld-Raytracers
implementiert. Eine Variante ist CPU basiert und wurde in der dynami-
schen Sprache Julia geschrieben. Diese bietet die Vorzüge von Scriptspra-
chen, wie dynamische Typisierung, um schnelle prototypische Implemen-
tationen zu erlauben. Es ist aber auch möglich, sehr genau typisierten Code
zu schreiben, wodurch hohe Geschwindigkeiten im Vergleich zu Sprachen
wie Python, Matlab oder Javascript erreicht werden können [46]. Die zwei-
te Variante nutzt WebGL in Kombination mit JavaScript und ermöglicht
es, das Tracing Verfahren in Echzeit anzuzeigen. Im Folgenden werden die
beiden Implementation genauer erläutert, wobei vor allem auf die GPU Va-
riante eingegangen wird, da sie aufwendiger und interessanter ist. Es wer-
den auch weitere Vorgehensweisen genannt. Die Erklärungen dienen dazu,
mögliche Wege aufzuzeigen, wie ein Distanzfeld-Raytracer implementiert
werden kann.

7.1 CPU Implementation

Eine CPU-basierte Implementation folgt generell dem gleichen Aufbau wie
andere Raytracer. Das grundlegende Objekt ist dabei ein Distanzfeld. Die-
ses muss lediglich eine Funktion zur Verfügung stellen, welche für einen
gegebenen Punkt eine Distanz zurückgibt. Spezialisierungen sind dann die
verschiedenen Arten von Distanzfeldern, wie etwa implizite Oberflächen,
aber auch die Operationen wie Vereinigung. Jedem Feld kann ein Material
zugeordnet werden. Da dies, wie in Abschnitt 4 beschrieben, auf sehr ver-
schiedene Weisen passieren kann, sollte auch ein Material abstrakt gehal-
ten werden. Ein Material muss die verschiedenen Werte, wie etwa Farbe,
Glanz oder Emission zur Verfügung stellen. Diese können Abhängig sein
von Werten wie Position, Normalen oder Anzahl an Iterationsschritten.
Spezialisierungen sind hierbei beispielsweise feste Werte oder Solid Tex-
tures. Eine Liste mit Feldern und ihren zugehörigen Materialien ergeben
eine Szene. Die wichtigste Funktion ist der eigentliche Strahlenverfolger,
wie beschrieben in Abschnitt 5. Diese Funktion nimmt einen Startpunkt
mit Richtung, sowie die Szene und liefert den Schnittpunkt, falls vorhan-
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den, mit getroffenem Objekt und der berechneten Normalen. Mit dieser
Funktion der Strahlenverfolgung, lässt sich ein Distanzfeld-Tracer direkt in
bestehende Raytracing-Systeme einbinden.

7.2 GPU Implementation

Während sich eine CPU Implementation eignet, um sehr dynamisch auf-
gebaute Szenen ohne große Limitierungen darzustellen, etwa mit großer
Anzahl von Indirektionen, ist die Berechnung generell sehr langsam und
nicht echtzeitfähig, für die Nutzung von Distanzfeldern etwa in der Mo-
dellierung oder in Spielen also nicht nutzbar. Es stellt sich die Frage, wie
Distanzfelder auf GPUs genutzt werden können. Eine Variante ist es, mit
diskreten Feldern zu arbeiten und diese als Voxeltexturen an passende Sha-
der zu übergeben oder als Buffer für Frameworks wie OpenCL oder CU-
DA. Eine weitere, für diese Ausarbeitung entwickelte Methode, wird in
Abschnitt 7.2.2 vorgestellt.

7.2.1 Andere Vorgehensweisen

In [45] wird beschrieben, wie für kleine Objekte ein angenähertes Distanz-
feld erzeugt wird, indem zuerst eine 3D Binärtextur gerendert wird und
das Ergebnis mehrfach verkleinert und mit Unschärfe gefiltert wird. In [2]
wird die Integration von Distanzfeldern in der Unreal Engine 4 beschrie-
ben. Dieses wird vor allem für weiche Schatten, sowie Ambient Occlusion
Effekte von statischen Objekten verwendet. Weiterhin bieten sich weitere
Möglichkeiten, so wird etwa die Nutzung der Distanzfelder zur Identifika-
tion möglicher Kollisionen bei Partikelsystemen genannt. Für jedes Objekt
wird Offline ein niedrig aufgelöstes Distanzfeld generiert, als Beispiel wird
ein 503 Volumen für einen Baum genannt, welches in 240KB gespeichert
werden kann. Mithilfe von Compute Shadern können dynamisch Objekte
hinzugefügt oder entfernt werden, sodass das gesamte Tracing Verfahren
auf der GPU abläuft.

7.2.2 Codeerzeugung

Das für diese Arbeit implementierte Verfahren nutzt Codeerzeugung, um
spezialisierte Shader zu generieren, welche dann beliebige exakte Distanz-
felder berechnen können. Dies erlaubt die Flexibilität der CPU Variante,
die beispielsweise bei den vorberechneten Diskretisierungen nicht möglich
ist, bei schneller Berechnung. Auf CPU Seite wird ein Distanzfeld als Baum
repräsentiert. Jeder Knoten im Baum entspricht einem Grundobjekt oder
einer Operation und enthält die nötigen Parameter. Grundobjekte wie Ku-
geln oder Quader sind stets Blätter, während Operationen Kinder besitzen.
Ein Beispiel dafür ist in Abbildung 24 zu sehen. In der Implementation ist
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es bisher nur möglich ein Gesamtobjekt festzulegen, was sich aber leicht
auf mehrere Objekte erweitern lässt. Jeder Knoten muss eine Reihe von

Abbildung 24: Einfaches Beispiel der Baumstruktur eines Distanzfeldes. Es wird
eine verschobene Kugel aus einem Quader herausgeschnitten. Es
existieren zwei Blattknoten, die Objekte Kugel und Quader. Die
unäre Operation ”Translation” hat die Kugel als Kind, während
die binäre Subtraktion die Translation und den Quader als Kinder
besitzt

Operationen definieren. Die wichtigste erzeugt einen String Ausdruck und
wird im Folgenden mit toExpression bezeichnet. Als Übergabewert dient ein
String, der die Variable darstellt. Der Rückgabewert der Methode ist ein
valider WebGL/GLSL Ausdruck, welcher eine Distanz berechnet. Opera-
tionen rufen dabei die toExpression Methode der Kinder auf. Weiterhin de-
finiert ein Knoten mögliche Zusatzfunktionen. Eine Kugel stellt beispiels-
weise eine Methode zum Berechnen der Distanz zur Kugel zur Verfügung.
Zur Erzeugung des gesamten Ausdrucks eines Objektes, wird die toExpres-
sion Methode des Wurzelknoten aufgerufen, wodurch rekursiv der Baum
abgearbeitet wird. Ein Beispiel dafür findet sich in Abbildung 25.
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Relevanter Pseudocode:

1 function toExpression(sphere::Sphere,variable::String)
2 {
3 // Sphere ist eine bereitgestellte Funktion und berechnet den

Abstand zu einer Kugel
4 return "Sphere(" + variable + ",vec3("+ sphere.x + "," +

sphere.y + "," + sphere.z + "),"+sphere.r+")";
5 }
6
7 function toExpression(scale::OpScale,variable::String)
8 {
9 return scale.s + "*" + toExpression(scale.obj,variable + "/" +

scale.s);
10 }
11
12 // Anlegen der Objekte
13 sphere = Sphere{x:0, y:0, z:0, r:1};
14 scale = OpScale{s:2, obj:sphere};
15
16 // Ausgabe
17 print(toExpression(scale,"p"));

Ergebniss der Ausgabe:

1 "2*Sphere(p/2,vec3(0,0,0),1)"

Abbildung 25: Beispiel einer möglichen toExpression-Defintion einer Skalierung
und einer Kugel in vereinfachtem Pseudocode. Die Formatierung
der Kommazahlen für WebGL wurde hier ignoriert

Dieser Aufbau erlaubt es auch, in WebGL berechenbare mathematische
Funktionen direkt in den Code einzuspeisen. In der für diese Arbeit ge-
schriebenen Implementation wurde ein simples Framework für symbo-
lische Mathematik erstellt, um textuelle Eingaben in eine Zwischenform
zu bringen, welche direkt in WebGL valide Ausdrücke umgewandelt wer-
den kann. Wird weiterhin beispielsweise eine globale Zeit zur Verfügung
gestellt, lassen sich so zeitabhängige Distanzfelder generieren, wodurch
Animationen möglich sind. So könnte anstatt einer festen Translation eine
Kreisbewegung durch die Translation (sin(t), cos(t), 0)T erzeugt werden.
Solche symbolischen Mathematik Frameworks sind in vielen Sprachen ver-
fügbar, lassen sich also leicht einbauen. Dies ermöglicht auch eine Generie-
rung der nötigen analytischen Ableitungen für implizite Oberflächen, wie
in 3.3.5 beschrieben. Alternativ können im Shader relativ leicht Funktionen
für automatische Differenzierung bereitgestellt werden, wobei auch sim-
ple numerische Verfahren genutzt werden können. Die Variante der auto-
matischen Differenzierung wurde zum Beispiel mit einer eigenen Imple-
mentation zur Erzeugung von Abbildung 19 genutzt. Der gesamte Shader
wird zusammengebaut, indem ein Grundtemplate, welches Definitionen
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wie das Sphere Tracing enthält, mit den Zusatzfunktionen der Knoten und
deren Distanzfeldausdrücken zusammengefügt wird. Im einfachsten Fall
wird eine ausgerollte Schleife über alle Objekte generiert, welches die mini-
male Distanz findet, indem jede Distanzfunktion aufgerufen und mit dem
aktuellen Wert verglichen wird. Dabei kann auch das Material des Objekts
mitbestimmt werden. Die Sphere Trace Methode (und eventuell andere)
kann dann generisch diese Schleife nutzen, um die kleinste Distanz unter
allen Objekten, sowie das dazu passende Material zu bestimmen. Mehr ist
nicht nötig, um die hier vorgestellten Algorithmen zu nutzen. Da Shader
dynamisch kompiliert werden, kann auch während der Laufzeit die Szene
angepasst werden.

Bewertung des Verfahrens In der hier vorgestellten Version erlaubt das
Verfahren bereits das Erstellen von komplexen kleineren Objekten, da Ope-
rationen wie Vereinigung oder Subtraktion einfaches Modellieren erlau-
ben. Durch die direkte Erzeugung des Codes kann das Ergebnis auch in-
teraktiv gerendert werden. Mit Effekten wie aus Abschnitt 6 können an-
sprechende Bilder mit nur leichtem Mehraufwand berechnet werden. Al-
lerdings muss bei jeder Änderung der Szene der zugehörige Shader neu
generiert werden. Auch ist die Modellierung vieler oder komplexer Objek-
te ohne Möglichkeiten der Gruppierung umständlich. Auch ist das Fehlen
von Beschleunigungsstrukturen problematisch, da linear alle Distanzfunk-
tionen betrachtet werden, was bei größerer Anzahl sehr ineffizient wird.

Mögliche Verbesserungen Eine mögliche Erweiterung wäre es, Objekt-
parameter in Buffern zu übergeben, und im generierten Code lediglich
die passende Stelle im Buffer zu referenzieren. Dadurch könnten bei fes-
ter Baumstruktur Parameter geändert werden, ohne, dass neuer Code ge-
neriert werden muss. Weiterhin könnten Beschleunigungsstrukturen wie
Bounding Volumes direkt im Code erstellt werden, um das lineare Abar-
beiten von Objekten zu verbessern. Falls nicht WebGL, sondern modernes
OpenGL genutzt wird, könnte eine Volumentextur genutzt werden, um
während der Ausführung Distanzwerte zu speichern. In konsekutiven Be-
rechnungsschritten kann dann direkt auf die Textur zugegriffen werden,
anstatt möglicherweise komplexe Funktionen aufzurufen. Weiterhin könn-
te ein einfaches Dateiformat aus den Objektbäumen erstellt werden, bei-
spielsweise ein direkte Speichern im JSON Format. Dadurch könnten er-
stellte Objekte ausgetauscht werden und etwa in einem Interface als eige-
ne Knoten eingebunden werden. Dies ermöglicht eine modulare Herange-
hensweise. Da die Objektdefinitionen im Gegensatz zu polygonbasierten
Verfahren sehr klein sind, lassen sich auch komplexe Objekte sehr platz-
sparend speichern. Eventuell lässt sich dieses Verfahren beispielsweise mit
solchen aus Abschnitt 7.2.1 kombinieren, sodass sowohl diskrete Felder, als
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auch analytische genutzt werden können.

8 Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden einige Ergebnisse beschrieben. Alle Beispie-
le wurden in einem Browser mittels WebGL dargestellt. Die ersten beiden
und der letzte Versuch nutzen das Framework Shadertoy [47]. Die anderen
wurden mit dem für diese Arbeit entwickelten JavaScript basierten Werk-
zeug erstellt. Das Testgerät ist ein Lenovo Ideapad u430 Touch mit einem
Intel Core i5-4200U Prozessor, 8GB RAM und Windows 10 als Betriebssys-
tem. Für die Shadertoy Beispiele wurde die interne Intel HD Graphics 4400
mit dem Chrome Browser, für die anderen die dedizierte NVIDIA GeForce
GT 730M mit Firefox genutzt. Es ist zu beachten, dass Messwerte für die
Dauer von Zeichenoperationen in Browsern Schwierigkeiten besitzen. So
gibt es viele vom Browser kontrollierte Vorgänge, die das Zeichnen betref-
fen, etwa das requestAnimationFrame Framework, welches Aktualisierun-
gen überwacht. Daher sollten die hier vorgestellten Messwerte als grobe
Annäherung und genereller Trend verstanden werden.

8.1 Cornell Box mit verschiedenen Effekten

In diesem Beispiel wurde eine ähnliche Szene wie in Abschnitt 6 in Shader-
toy erstellt.

Abbildung 26: Eine Cornell Box artige Szene mit weichen Schatten, Ambient Oc-
clusion und starker indirekter Beleuchtung mit einer Lichtquelle

Der Code wurde so geschrieben, dass er etwa einem generierten Sha-
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der, wie in Abschnitt 7.2.2 beschrieben, entspricht. Die folgende Tabelle
zeigt gemessene FPS Zahlen. Da keine direkte Möglichkeit zur Abfrage ei-
ner Zeitreihe besteht, wurden 40 zufällige Screenshots erstellt, von denen
die angezeigten FPS als Messwerte genutzt wurden.

Min Max Mittelwert Standardabweichung
42.0 60.2 52.495 6.833

Tabelle 1: Messwerte in FPS

8.2 Voxeltracing

In diesem Beispiel wurde die Nutzung einer Voxelstruktur in einem Shader
getestet. Die Voxel enthalten dabei eine gesampelte Distanzfunktion, sowie
die Farbe des nächstgelegenen Objekts. Da keine 3D Texturen als Render-
target zur Verfügung stehen, wird in einem ersten Schritt eine 2D Textur
erstellt, mit einzelnen Schichten einer 3D Textur. Beim späteren Darstellen
wird aus dieser Textur gelesen. Einzelne Schichten können somit Hardwa-
re Interpolation ausnutzen. Die Interpolation zwischen Schichten wird im
Shader berechnet. Die generierte Volumentextur, sowie das Ergebnis sind
in Abbildung 27 zu sehen. Aufgrund der vorgegebenen Größen in Shader-
toy wurde eine Auflösung von 503 Voxeln genutzt. Drei Objekte sind in
der Szene enthalten. Eine Bodenplatte, eine gedrehte Box und eine Kugel,
aus der eine andere Kugel herausgetrennt wurde. Trotz der geringen Auf-
lösung werden die Objekte gut erkennbar dargestellt. Zu beachten ist hier,
dass durch die Speicherung in der 2D Textur extra Aufwand für Zugriff
und Indizierung entsteht.

(a) Ergebnis des Voxeltracings mit
weichen Schatten und Ambient
Occlusion

(b) Anordnung der Voxeldaten in
der 2D Textur

Abbildung 27: Rendering eines abgetasteten Distanzfeldes mit einer Auflösung
von 503 Voxeln
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Min Max Mittelwert Standardabweichung
28.2 53.6 43.968 6.301

Tabelle 2: Messwerte in FPS

8.3 Verschiedene Szenen

Zum Vergleich wurden drei Szenen mit dem für diese Arbeit entwickel-
ten Editor erstellt. Die erste Szene ist sehr einfach und besteht nur aus ei-
nem Quader. Die zweite Szene zeigt ein komplexes Fraktal, Mandelbulb ge-
nannt. In der letzten Szene wurden verschiedene Bestandteile durch Kom-
bination mehrerer Objekte erzeugt und zu einem komplexen Objekt zu-
sammengefügt. Die FPS Ergebnisse wurden dabei automatisch berechnet
und über eine Zeitreihe hin gemittelt.
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(a) Ein Quader (b) Ein Mandelbulb Fraktal

(c) Komplexe Szene mit vielen Bestandteilen

Abbildung 28: Die verschiedenen Szenen

Min Max Mittelwert Standardabweichung
Box 51.232 60.217 59.761 1.057

Mandelbulb 10.586 16.537 14.253 0.79

Komplexe Szene 14.706 18.719 16.919 0.650

Tabelle 3: Messwerte der drei Szenen in FPS

8.4 Implizite Oberfläche

Das letzte Beispiel zeigt den Effekt, den das Verfahren mit zweiter Ordnung
aus Abschnitt 3.3.5 haben kann. Hierzu wurde als erstes Beispiel ein Objekt
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mit folgender Formel genutzt:

(x− 2)2(x+ 2)2 + (y − 2)2(y + 2)2 + (z − 2)2(z + 2)2

+3(x2y2 + x2z2 + y2z2) + 6xyz

−10(x2 + y2 + z2) + 22 = 0

(113)

Ein zweites Beispiel ist gegeben durch:

sinx sin y sin z + sinx cos y cos z + cosx sin y cos z + cosx cos y sin z = 0
(114)

Das letzte Beispiel zeigt einen weiteren Anwendungsfall. Da auch exak-
te Distanzfelder implizite Oberflächen sind, lässt sich die Approximation
auch darauf anwenden, beziehungsweise auf ein transformiertes Distanz-
feld. So wurde als Ausgangsobjekt eine Kugel genutzt und auf diese ver-
schiedene Störfunktionen, die abhängig von der Weltposition sind, addiert.
Statt wie in Abschnitt 3.2.1 eine Lipschitz Konstante zu bestimmen, wurde
die implizite Approximation genutzt.
Bei allen Beispielen zeigten sich bei sonst exakt gleichen Verhältnissen Lö-
cher in der Darstellung mit der Approximation erster Ordnung, eventuell
zurückzuführen auf sehr kleine Gradientenwerte. Die Distanzapproxima-
tion zweiter Ordnung hat dieses Problem nicht.
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(a) Approximation mit Gradient (b) Approximation mit Hesse-Matrix
und Gradient

(c) Approximation mit Gradient (d) Approximation mit Hesse-Matrix
und Gradient

(e) Approximation mit Gradient (f) Approximation mit Hesse-Matrix
und Gradient

Abbildung 29: Darstellung verschiedener impliziter Oberflächen mit Annähe-
rung erster und zweiter Ordnung

8.5 Diskussion und Ausblick

Die hier gezeigten Beispiele sollen einen Überblick über einige der Mög-
lichkeiten geben, welche Distanzfeld-Raytracing bieten. Natürlich ist zu
beachten, dass die Beispiele nur marginal optimiert wurden. Das erste Bei-
spiel der Cornell Box zeigt, wie verschiedene komplexe Effekte genutzt
werden können, besonders die sonst sehr aufwendige indirekte Beleuch-
tung. Die Ergebnisse zeigen, dass dies mit flüssigen Bildraten möglich ist.
Ähnliches gilt für die verschiedenen Szenen in 8.3. Hier zeigt sich zwar,
dass auch komplexe Szenen darstellbar sind, aber mit deutlich merkbaren
Geschwindigkeitseinbußen. Auch die Berechnung des Fraktals ist bei wei-
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tem nicht flüssig in der Darstellung. Beides reagiert allerdings noch interak-
tiv. Im Vergleich zu polygonbasierten Verfahren ist die Szenenbeschreibung
dank der konstruktiven Geometrie jedoch sehr kompakt und leicht zu er-
stellen. Beispielsweise wurden die Schalen auf den Säulen in Abbildung
28c erstellt, indem eine kleine Kugel von der Schnittmenge einer größeren
Kugel und eines Quaders subtrahiert wurde. Eine Richtung für zukünftige
Untersuchungen könnte es sein, Verfahren wie die gerade betrachteten für
große komplexe Szenen zu betrachten. Eventuell erlauben neuere Shader,
wie Compute-Shader, eine bessere Verwaltung der einzelnen Objekte, auch
mit Nutzung von Bounding Volumes. Dies ist mit den eingeschränkten
Funktionalitäten von WebGL oder OpenGL ES bisher nur schwer möglich.
Eventuell sind allerdings auch voxelbasierte Verfahren sinnvoller. Das Bei-
spiel aus 8.2 zeigt, dass diskrete Distanzfelder viel Potential bieten. Da das
erzeugte Distanzfeld für statische Daten nur einmal erzeugt werden muss,
sind zum Darstellen der Szene lediglich Texturzugriffe nötig, unabhängig
von der Anzahl oder Komplexität der Objekte. Das Beispiel zeigt auch, dass
selbst mit ineffizienten Shadern bereits sehr flüssige Bilder erzeugt werden
können. Trotz der sehr kleinen Auflösung können schon komplexe Objek-
te, wie die ausgeschnittene Kugel, ansprechend rekonstruiert werden, im
Gegensatz zu traditionellem Voxel-Raymarching. Gerade für Effekte wie
Schatten, welche nicht die Krankheiten von Shadow Maps haben, könn-
ten diskrete Distanzfelder großes Potential bieten, wie etwa in der Unreal
Engine 4 gezeigt [2]. Weitere Untersuchungen könnten sich mit effizienten
Strategien zum Kombinieren und Verarbeiten von statischen und dynami-
schen diskreten Feldern beschäftigen. Das letzte Beispiel zeigt den Nutzen
von einer Distanzapproximation zweiter Ordnung für implizite Oberflä-
chen. Mithilfe von entweder analytischen Ableitungen oder Automatischer
Differenzierung bedeutet die Berechnung der Hesse-Matrix auch nur einen
kleinen zusätzlichen Aufwand, welcher sich aber durch Reduktion von Ar-
tefakten auszahlt.
Gegenüber polygonbasierten Verfahren ist natürlich ein großer Nachteil,
dass keine optimierte Hardware zur Verfügung steht, was auch nicht leicht
möglich ist. Während Dreiecke als diskrete Menge gegeben sind, bildet ein
Distanzfeld unendlich viele Punkte ab, lässt sich also nicht nach und nach
abarbeiten. Auch sind Schnittpunkttests für einfache Formen oft effizienter,
als das stückweise Herantasten mit mehrfachem Aufruf der Distanzfunkti-
on, was auch, wie in Abbildung 18 zu sehen, zu Fehlern führen kann.
Neben der reinen Darstellung sind noch andere Bereiche interessant zur
Nutzung von Distanzfeldern. So könnten sie eventuell als unterstützen-
de Struktur für Physiksysteme genutzt werden, da Kollisionen in manchen
Fällen auf wenige Distanzabfragen reduziert werden können, beispielswei-
se bei Kugeln. Über den Gradienten wäre auch direkt eine Kollisionsnor-
male gegeben.
Ein weiterer Anwendungsfall könnte eine Erweiterung von normaler CSG
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sein. In manchen 3D Modellierungswerkzeugen existieren Werkzeuge, die
der Bildhauerei angelehnt sind. Formen können durch Hinzufügen oder
Entfernen von Masse erstellt werden. Mittels eines Distanzfelds könnten
diese Operationen als Vereinigung oder Subtraktion realisiert werden. Wer-
den die Daten diskret repräsentiert, so müssen auch für komplexer werden-
de Formen keine zusätzlichen Strukturen generiert werden, wie etwa bei
polygonbasierten Versionen. Auch wirken die in dieser Arbeit vorgestell-
ten Operationen punktweise auf Distanzfelder. Dadurch entspricht zum
Beispiel eine Vereinigung, die auf dem diskreten Gitter berechnet wird, ei-
ner solchen, die auf allen Punkten berechnet und dann diskretisiert wurde.
Es entstehen also keine zusätzlichen Artefakte durch Unterabtastung. Ab-
bildung 30 zeigt eine sehr simple Variante dieser Idee.

(a) Gestaltete Szene aus Blickwinkel
von oben

(b) Gestaltete Szene aus schrägem
Blickwinkel

Abbildung 30: Beispiel einer möglichen Verwendung von Distanzfeldern zur
bildhauerischen Modellierung

9 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde ein Überblick über die Grundlagen von Distanzfel-
dern gegeben. Dabei wurde auf ihre Eigenschaften eingegangen und bei-
spielhaft für einige Arten von Objekten die nötigen Distanzformeln her-
geleitet. Insbesondere wurde eine direkte Formel für quadratische Funk-
tionen, sowie quadratische Splines angegeben, welche viele Möglichkeiten
zur Modellierung bieten.
Weiterhin wurde eine Approximation zweiter Ordnung für allgemeine im-
plizite Oberflächen gegeben, welche auf der Hesse-Matrix basiert und sich
damit für optimierte Hardware, wie etwa GPUs, eignet. Es wurde an ei-
nem Beispiel gezeigt, dass diese Approximation in der Lage ist, Artefakte
der ersten Ordnung zu verhindern.
Es wurde auf verschiedene Effekte eingegangen, die mithilfe von Distanz-
feldern gerade für die Echzeitgrafik günstig erzeugt werden können. Dabei
wurde ein möglicher Ansatz für eine stark vereinfachte indirekte Beleuch-
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tung vorgestellt, welche lediglich einmal die einzelnen Distanzfunktionen
der Objekte, sowie eventuelle Gradientenberechnungen benötigt.
Zuletzt wurde eine Möglichkeit zur Implementierung auf der GPU aufge-
zeigt, welche passenden Code für beliebige Objekte generiert und damit
auch mit älteren OpenGL Versionen oder WebGL funktioniert. Die Tester-
gebnisse legen nahe, dass Distanzfelder sich dank moderner GPUs auch
für Echtzeitsysteme nutzen lassen. Besonders diskrete Distanzfelder könn-
ten in Zukunft für das Darstellen selbst oder aber für sekundäre Effekte
wie Schatten genutzt werden. Weiterhin sind einfache Varianten eines Di-
stanzfeld Raytracers sehr leicht zu programmieren und erlauben so einen
schnellen Einstieg. Auch lässt sich das Verfahren prinzipiell in jede Art von
Raytracer einbauen, da das Endergebnis das gleiche ist, wie bei einem Tra-
cer, welcher direkt Schnittpunkte errechnet. Allerdings besteht noch viel
Bedarf, die Technik für etwa große und dynamische Szenen nutzbar zu
machen. Außerdem basieren Effekte wie weiche Schatten auf exakten Di-
stanzfeldern. Bei approximativen Distanzfunktionen oder Distanzschran-
ken treten Artefakte auf. Trotz einiger Probleme sind Distanzfelder dank
ihrer vielseitigen Anwendbarkeit eine vielversprechende Alternative oder
Unterstützung für bestehende Rendering-Techniken.
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