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Vorwort

Der Einsatz von Computern hat in den vergangenen Jahrzehnten die Arbeitsweise von So-
Zialwissenschaftlern nachhaltig @mdert. Es ist wohl nichilbertrieben zu behaupten, daf3

die Verbreitung und zunehmende Bedienungsfreundlichkeit von Rechenanlagen und stati-
stischen Auswertungsprogrammen der empirischen Sozialforschung als vorherrschender
Forschungsstrategie erst zum Durchbruch verholfen haben.

Mit der steigenden Bedeutung von Computern im sozialwissenschaftlichen Forschungs-
prozel} ist auch eine neue Wissenschaftsdisziplin entstanden, die sich schwegfligktm
mit der Adaption und Anwendung von Werkzeugen und Methoden der Informatik in der
sozialwissenschaftlichen Forschung beédtigt: die Sozialwissenschaftliche Informatik.

Das vorliegende Skript ist aus einer Reihe von Vorlesungen hervorgegangen, die wir f
Studierende dieses Anwendungsfaches im Studiengang Diplom—Informatik an der Uni-
versifat Koblenz—Landau gehalten haben.

Im Gegensatz zu vielen anderen Eihfungen in die uni- und multivariate Datenana-
lyse richtet sich die vorliegende Darstellung der statistischen Verfahren in erster Linie
an fortgeschrittene Anwender der “klassischen” statistischen Methoden, die sich einen
Uberblick tiber die mathematischen Grundlagen der angewandten Methoden verschaf-
fen und bei der Interpretation ihrer Analyseergebnisse die Fallstricke rezeptbuchartiger
Einfuhrungen vermeiden échten.

Kenntnisse der Handhabung eines statistischen Auswertungsprogramms setzen wir da-
bei voraus; soweit wir SPSS-Beispiele bringen, dienen sie nur dazu, die Korrespondenz
zwischen SPSS-Prozeduren und mathematisch—statistischen Verfahren herzustellen.

An dieser Stelle herzlich bedankerbaiten wir uns bei Raphael Ostermaiin die kri-
tische Durchsicht, die zahlreichen Verbesserungsvaigehund die Untertzung bei

der mihsamen textlichen und graphischen Aufbereitung des Manuskriptes mit dem Text-
formatierungsprogrammTgX. Nicht unervahnt bleiben soll, daR eiif die Generierung
zahlreicher Graphiken und die volistdige Aufbereitung des Indexes eigens die Program-
me TeXKurve und MakeTIE ([A-]TpX-Index-Environment) entwickelt und zur Anwen-
dungsreife gebracht hat.

Ebenso geht ein Dank an Gabriele Cremer und Christa Badid TeXnische Umsetzung
etlicher Schaubilder und eineitfneren Version dieses Textes.

Koblenz, im Oktober 1994 Andreas Engel
Michael Mohring
Klaus G. Troitzsch
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Kapitel 1

Die Datenanalyse im empirischen
Forschungsprozel}

1.1 Ubersicht

Die Anwendung statistischer Methoden auf sozialwissenschatftliche Daten muf3
im Zusammenhang des gesamten sozialwissenschaftlichen Forschungsprozesses
gesehen werden, in den diese Methoden eingebettet sind und durch den die der
Analyse zugrunde liegenden Daten erst produziert werden. Abbildung 1.1 zeigt
eine stark vereinfachte —iif dieseUbersicht jedoch ausreichende — Beschrei-
bung des Verlaufs eines Forschungsprozesses unter besondéresdgertigung

der Rolle der sozialwissenschaftlichen Datenanalyse.

Grundsitzlich kann die statistische Datenanalyse im sozialwissenschaftlichen
Forschungsprozel3 unter zwei Zielrichtungen eingesetzt werden: entweder um so-
zialwissenschatftliche Theorien empirisch @berptifen (konfirmatorische Da-
tenanalyse) oder um auf der Grundlage gegebener Datéanblesempirisch be-
grundete Konzepte, Hypothesen oder Theoriaaeszu finden (exploratorische
Datenanalyse) ([Schnell/Hill/Esser 1988, S. 109]).

Die konfirmatorische Analysestrategie setzt Theorie- und Modellbildung
beziglich des zu untersuchenden Forschungsproblems voraus. Von besonderer
Bedeutung sind hier die Definition und Operationalisierung der in derkeu-
prufenden Theorie enthaltenen Begriffe sowie die Formulierung von Hypothesen
Uber zu beobachtende Zusammémde zwischen den durch die theoretischen Be-
griffe beschriebenen Sachverhalte. Beides ist Voraussetzung einer systematischen

lAusfithrlichere Beschreibungen dazu finden sich z.B. bei [Friedrichs 1973, S. 51] und
[Schnell/Hill/Esser 1988, S. 110].
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Datenerhebungs- und Datenauswertungsstrategie. Nach der Erhebungs- und Er-
fassungsphase erfolgt dann die statistische Analyse der gewonnenenalxaens
deren Ergebnisse — im Sinne einer Thebdbierpiifung — interpretiert werden.

In der Forschungspraxis habéir diese Auswertungsstrategie vor allem statisti-
sche bi- und multivariate Kausalmodelle eine grol3e Bedeutung gewonnen. Als
Analysemethoderiif diese Modelle werden vor allem Regressions- und Varianz-
analysen eingesetzt, mit denen lineare Ahgigkeiten zwischen metrischen und
zum Teil auch qualitativen Daten gestht bzw. berechnet werden.

Da die Ergebnisse der Datenanalyse schon allein aiisaden unvermeidbarer
Mel3- und Schtzfehler niemals zu einer voltstdigen Besitigung theoretischer
Annahmeniihren, wird der in Abbildung 1.1 dargestellte Forschungszyklus in der
Praxis meist mehrfach — mit verschiedenen Varianten der Anwendung statisti-
scher Analyseverfahren — durchlaufen, was in der Regel auch zur Modifizierung
der Ausgangstheoriéihrt.

Theorie- und Modellbildung

Y

Datenerhebung/-erfassung

konfirmatorisch exploratorisch
Y

L Datenanalyse

Y

Y

Ergebnisinterpretation

Abb. 1.1: Empirische Forschung als iterativer Prozel3

Die exploratorische Datenanalyse geht nicht von einer ausformulierten Theorie
bzw. einem genau spezifizierten Analysemodell aus, sondern von einer vorhande-
nen Datenbasis, die einen hinreichend engen inhaltlichen Bezug zur Fragestellung
der Untersuchung aufweist. Ziel der exploratorischen Anwendung statistischer
Analysemethoden ist das Entdecken empirisch lnedgter Datenstrukturen —
erkennbar an signifikanten oder “aus Erfahrung guten” statistischen Kennwerten,
die auf neue Konzepte oder bisher nicht vermutete Hypothesen hindeuten.
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Zur grofRen Verbreitung der exploratorischen Auswertungsstrategie hat die
Verfugbarkeit statistischer Analyseprogramme vor allem auch auf Personalcom-
putern erheblich beigetragen. Die Erweiterung der Statistikpakete um Kompo-
nenten zum Datenmanagement, d.h. zur Variablendefinition, zur Gewichtung und
Indexbildung, aber auch zur graphischen Aufbereitung der&daten oder zur
Visualisierung von Analyseergebnissen, regen geradezu zum Experimentieren mit
statistischen Methoden an. Miwer hinausdrdern die leichtéAnderbarkeit der
Struktur statistischer Modelle und die Auswertung auch grof3er Datsmshne
nennenswerte Zeitvabgerung das Testen von Auswertungsvarianten.

Als statistische Methoderf die exploratorische Analyse werden sehr oft Fak-
tor-, Diskriminanz- und Clusteranalyse eingesetzt, die zusammen mituder f
die konfirmatorische Analyse typischen Regressionsanalyse in der vorliegenden
Einfuhrung in die Methoden der statistischen Datenanalyse behandelt werden.

1.2 Theorie- und Modellbildung

Theorie- und Modellbildung kann sowohl Ausgangspunkt als auch Ziel der An-
wendung statistischer Methoden im sozialwissenschaftlichen Forschungsprozel3
sein. Im ersten Fall steht digbersetzung einer Theorie in ein statistisches Analy-
semodell im Vordergrund, im zweiten Fall die Interpretation statistischer Auswer-
tungsergebnisse im Lichte Ziberpiifender bzw. zu entdeckender theoretischer
Annahmen. Beide iiglichenUberginge zwischen Theorie- und Modellbildung
und der statistischen Analyse sollen hier am Beispiel einer rudamem{Theorie

des Wahlerverhaltens beschrieben werden, die auch den Interpretationsralrmen f
die Berechnungsbeispiele in diesem Band darstellt.

Nach einem weit verbreiteten E#tungsansatz wird die Entscheidung eines
Wabhlers fir eine Partei als rationale Wahl interpretiert, in der — sehriuetk—
derjenigen Partei die Stimme gegeben wird, die in bezug auf zentrale politische
Streitfragen bzw. Wertvorstellungen Positionen vertritt, die denen désléhs

am rachsten liegen. Die Entwicklung politisch relevanter Wertvorstellungen kann
dariber hinaus mit der sozialen Gruppenzudygdkeit der Wahler erk&rt werden.
Demnach werden im Prozel3 der individuellen politischen Sozialisation bestimmte
kollektive Erfahrungen in bezug auf politische Auseinandersetzungen als indivi-
duelle politische Einstellungen verankert.
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Theorie- und Modellbildung

A

Transformation Interpretation
Y

Statistisches Analysemodell

Abb. 1.2: Wechselwirkung zwischen Theorie- und Modellbildung und statistischer Datenanalyse

Soziale Gruppen- R Wabhlerposition
zugetlorigkeit | bzgl. pol. Streitfragen

Wabhlentscheidung

Parteiposition
bzgl. pol. Streitfragen

Abb. 1.3: Erkhrungsskizze zum W@hlerverhalten

Identifikation zentraler theoretischer Konzepte

Der erste Schritt deBlbersetzens einer Theorie in ein statistisches Analysemo-
dell besteht in der Identifikation der zentralen theoretischen Konzepte, mit denen
Aussageruber die zu untersuchenden Regkbausschnitte formuliert werden. Im
Beispiel der dargestellten Theorie sind dies etwa die Begriffe “individuelle Posi-
tion beziglich politischer Streitfragen”, “Wahrnehmung der Position von Parteien
bediglich politischer Streitfragen”, “soziale Gruppenzugebkeit” und “Wahl-
entscheidung”. Abb. 1.3 stellt die Beziehungen zwischen diesen zentralen Begrif-
fen im Rahmen der Erlkung des Véhlerverhaltens graphisch dar.



1.2. Theorie- und Modellbildung 5

Definition der Intension und Extension theoretischer Konzepte

Im allgemeinen sind die zentralen theoretischen Konstrukte zuéaknd) sozial-
wissenschatftlicher Rfimomene nicht unmittelbar mef3bar. Es handelt sich also um
latente nicht unmittelbar beobachtbare Variablen. Die durch sie beschriebenen
Eigenschaften werden also erst anhand einer Mehrzahl empirischer Beobachtun-
gen (Indikatoren) fal3bar, die zur Unterscheidung von latenten Variablen als direkt
melRbaremanifestevariablen bezeichnet werden.

Um die fur ein theoretisches Konzept relevanten Indikatoren zu bestimmen, be-
steht daher der zweite Schritt zu einem statistischen Analysemodell in der Defini-
tion der Intension und Extension der zentralen &nlkhgskonzepte. In der inten-
sionalen Definition werden die Beschreibungsdimensionen festgelegt, auf denen
ein Erklarungsbegriff gemessen werden kann. Die Extension eines Begriffs bein-
haltet die Klasse der Sachverhalte, auf die dieser Begriff angewandt werden kann.
Im Fall der eruterten Vhlertheorie kann z.B. die Intension des Begriffs “Sozia-

le Gruppenzugsibrigkeit” definiert werden als Zugéhigkeit zu verschiedenen
Alters-, Geschlechts-, Konfessionsgruppen oder sozialen Schichten. &heeW
bzw. alle wahlberechtigteniBger einer bestimmten Population bilden die Be-
griffsextension.

Definition von Operationalisierungsregeln

Im dritten Schritt werden die in ihrer Extension und Intension definierten theore-
tischen Begriffe operationalisiert, d.h. es wird angegeben, durch welche Mel3vor-
schriften die durch einen theoretischen Begriff bezeichneten Sachverhalte konkret
erfal3t werden &nnen. Die in den nachfolgenden Tabellen aufgestellten Opera-
tionalisierungsregeln legen fest, welche Daten (manifeste Variablen, Indikatoren)
den jeweiligen theoretischen Begriff messen.

Soziale Gruppenzugahigkeit

e Definition:
Einteilung einer Gesellschaft in Gruppen, deren Mitglieder aufgiahd
licher Lebensbedingungen und -erfahrungen untereinarédédigere Kon-
takte haben als zu Mitgliedern anderer sozialer Gruppen.
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e Operationalisierung:
Relevante MeRdimensionen der latenten Variaktes Indikatorerd

Variable Indikatoren
Altersgruppenzugdirigkeit V335
Geschlechtsgruppen V334, V319
Kirchganglaufigkeit V347
Schichtzugebrigkeit V338-V345, V237, V240
Einbindung ins Wohnumfeld V350, V352

Wertvorstellungen/Positionen vondhern

e Definition:
Unter einer Wertvorstellung wird die Neigung verstanden, das eigene und
fremde Handeln anhand gewisser Normen, Standards oder Auswabhlkriteri-
en zu beurteilen.

e Operationalisierung:
Relevante MelRdimensionen der latenten Variakten Indikatoren

Variable Indikatoren (=Einstellungen)

Konserv.-christl. Einflul3 der Kirchen auf die Politik: V315
Wertvorstellung Paragraph 218: V387

Soziale Arbeitslosigkeit bekmpfen: V245
Wertvorstellung Einflul3 der Gewerkschaften auf die Politik: V316
Okonomische Wirtschaft ankurbeln: V244

Wertvorstellung

Nicht-materielle Den Burgern mehr Einflu3: V253
Wertvorstellung Ruhe und Ordnung als Staatsaufgabe: V246

Okologische Umweltschutz als Staatsaufgabe: V249
Wertvorstellung Kernenergieausbau: V303

(Wahrgenommene) Wertvorstellungen/Positionen von Parteien

e Definition:
Wertvorstellungen von Parteien lassen sich analog zu denena@ldey\éin-
teilen, wobei hier die EinscAnkung wesentlich ist, dal? nur die vonaWer
wahrgenommenen Wertvorstellungen auch relevant sind.

2Die in den Tabellen genannten Indikatoren (V...) beziehen sich auf die Bundestagswahl-
studie von 1987, die vom Zentralarchitirfempirische Sozialforschung, Studien—Nr. 1537, zur
Verfugung gestellt wurde [Wahlstudie 1987].
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e Operationalisierung:
Relevante MelRdimensionen der latenten Variakien Indikatoren

Variable Indikatoren (=Einstellungen)
Konserv.-christl. Vermutete Einstellung der Parteien zur Abtrei-
Wertvorstellung bung: V388-V391

Okologische Wert{ Vermutete Einstellung der Parteien zur Kernener-
vorstellung gie: V304-Vv308

Wahl des statistischen Analyseansatzes

Der vierte und letzte Schritt in der Herleitung besteht dann in der Auswahl eines
dem Erkhrungsansatz adiuaten statistischen Analysemodells. Die Entscheidung
fur ein statistisches Analysemodell ist einerseitsaaigiig vom Skalenniveau der
Indikatoren bzw. der latenten Variablen und zum anderen von der Art der Bezie-
hungen, die zwischen den Egkungsvariablen unter theoretischen Gesichtspunk-
ten gefordert wird.

Die hier beschriebenen statistischen Analysatresgehen im Grundsatz von li-
nearen Zusammeahgen zwischen alingigen und unaldmgigen Erkhrungs-
variablen aus. Insofern ist dieU@Gigkeit der hier erhuterten statistischen Ana-
lysemethoden in bezug auf digberpiifung sozialwissenschaftlicher Theorien

auf lineare Kausalmodelle besénkt. Im Rahmen dieser Modellklasse beinhal-

tet jedoch die vorgestellte Auswahl statistischer Analyséaessowohl Modelle

mit metrischen und nicht—-metrischen manifesten Variablen (bi- und multivariate
Regressionsanalyse, Diskriminanzanalyse) als auch solche mit quantitativen und
gualitativen latenten Variablen (Faktoren- und Clusteranalyse).

Entdecken der Dimensionen eines Erldrungskonzepts

Steht nicht die Theorigerpiifung sondern die Entdeckung theoretischer Kon-
zepte im Vordergrund, beginnt die statistische Analyse mit einer Menge manife-
ster Variablen, von denen angenommen wird, dal} sie ein theoretisches Konzept
beschreiben. Ziel der Anwendung statistischer Methoden ist es dann, die Dimen-
sionaliéit eines Erkdrungskonzepts wie zum Beispiel die Dimensio@daldes
Raums politischer Streitfragen zu beschreiben. Entsprechend dem Skalenniveau
der zu rekonstruierenden E#éklngskonzepte bieten Faktoren- und Clusteranaly-
sen adquate statistische Analysemodelle.
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1.3 Datenerhebung

Eine wesentliche Voraussetzurig tlie Durchfihrung einer Datenerhebung ist die
Festlegung deGrundgesamtheid.h.

“die Gesamtheit der Einheiten (Personen, Institutionen, Ge-
genséinde), die in einer statistischen Untersuchung auf ihre beson-
deren Eigenheiten hin zu beschreiben sind.” [Leiner 1989, S. 1]

Beispiel: “Alle Personen mit deutscher Staaistperschatft, die in der Bundesre-
publik und West-Berlin in Privathaushalten leben unéteptens am
1. Januar 1962 geboren wurden (wobei als Privathaushalt jede Gemein-
schaft von Personen gilt, die zusammen wohnen und gemeinsam wirt-
schaften, ohne notwendigerweise auch miteinander verwandt sein zu
missen” [Porst 1985, S. 89]

Die Grundgesamtheit bezeichnet also den Personenkises,den mit Hilfe der
empirischen Untersuchung Aussagen gemacht werden sollen. AllgeGranek
bei der Datenerhebung Untersuchungsobjekte wie folgt unterschieden werden:

1. Aussageeinheiten:
Objekte,uber die geforscht werden soll, diber die theoretische Schlui3-
folgerungen gemacht werden
(z.B. die Wahlerschaft der Bundesrepulik Deutschland zur Bundestagswahl
1987)

2. Erhebungseinheiten:
Objekte, an denen Messungen (Beobachtungen) vorgenommen werden
(z.B. eine repiisentativ ausgeahlte Stichprobe von wahlberechtigten
Burgern der Bundesrepublik Deutschlarigt ine Vorwahlbefragung in
1987)

3. Analyseeinheiten/Untersuchungseinheiten:
Objekte, die den statistischen Berechnungen zugrunde liegen
(z.B. die Teilnehmer der Vorwahlbefragung zur Bundestagswahl 1987, die
in bezug auf die analysierten Dateiliige Werte besitzen)

Die Aufgabe der Datenerhebung besteht nun darin, die Analyseeinhéiteref
Durchfuhrung einer statistischen Datenanalyse zu erzeugen. @8zsich der
Datenerhebungsprozel3 insgesamt in folgende Phasen gliedern:
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1. Festlegung der Aussageeinheiten

2. Bestimmung der Erhebungseinheiten, an deneniudlidié Aussageeinhei-
ten relevanten Daten erhoben werdémiken

(Stichprobenziehung oder Wahl der Grundgesamtheit als Erhebungseinhei-
ten)

3. Festlegung der Untersuchungsform
(z.B. Befragung, Beobachtung, Inhaltsanalyse)

4. Entwicklung von Datenerhebungapkn und -instrumenten
(z.B. Fragebogen, Interviewleitfaden)

5. Durchilhrung der Datenerhebung
(z.B. postalische Befragung, Interviews)

6. Erfassung und Korrektur der Daten
(Ubertragung der Ergebnisse aus der Datenerhebung (z.B. allisgEfa-
gelbgen) in einetir die Datenanalyse geeignete Form (= Datenkodierung))

Ergebnis der Erfassungsphase ist Detenmatrixund dasCodebuchdie beide
Voraussetzunglfr eine statistische Datenanalyse sind.

Die Datenmatrixfal3t in tabellarischer Form die Rohwerte der empirisch gewon-
nenen Daten so zusammen, dal3 allen Untersuchungseinheiten die erhobenen Va-
riablenwerte nach einem einheitlichen Muster zugeordnet werden. In ihr sind so-
mit die Analyseeinheiten zusammengefal3t.

Variable, Merkmale, Stimuli
(z.B. Interviewfragen)

S Sy ... S; o0 Sy
Erhebungs-, 01 Ry Rys ... le Ca le
Untersuchungs- O, | Ry Res ... Rej ... Ropy
einheiten, : ; : : : ; :
Merkmalstager, O; | Rin Ris ... Ry ... R,
Objekte A
(z.B.Befragte) O, | R,y Rne ... R, ... Run

Das Codebuchenthalt fir eine sozialwissenschaftliche Untersuchung die Varia-
blenibersicht, die Zuordnung von Variablen und Variablennamen tingefle
Variable die Zuordnung von Merkmalsauggungen zu numerischen oder alpha-
betischen Symbolen.
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Traditionell konzentriert sich die softwaretechnische Untgzsing des empiri-

schen Forschungsprozesses auf die eigentliche Datenanalyse mittels statistischer
Auswertungssysteme (vgl. Kapitel 1.4). Die Entwicklung von Softwarewerkzeu-
gen fur die Daten-Erhebungs- und Erfassungsphase mit dem Ziel, die Zeitspanne
von der Theorie- und Modellbildung bis zum Vorliegen analgbéier Daten zu
verkilrzen, hat erst in den 80er Jahren \érist eingesetzt. Neben dem Kosten-
aspekt spielt dabei insbesondere der imminkstr steigende Bedarf &arzfristig
verfugbaren Analyseergebnissen (z.B. Konsumentenforschung, Wahlforschung)
eine wichtige Rolle.

Die im Rahmen der Datenerhebung higréingesetzten Softwaresysteme lassen
sich wie folgt charakterisieren:

e Unterstitzung der Datenerfassung im engeren Sinne.
Hierunter sind Programme (z.B. DATA ENTRY liif SPSS) zu verstehen,
mit deren Hilfe — im Gegensatz zu der “klassischen” Datenerfassung mit-
tels Texteditor — speziell auf eine Erhebung abgestimmte, maskengesteu-
erte Datenerfassungsprogramme erstellt werden. Dies umfal3t auch die De-
finition von Regelniir eine antwortgesteuerte Fragebogenabarbeitung (skip
and fill rule) oder die Angabe voniitigkeitsbereichenifr Antworten (ran-
ge), deren Verletzung eine Fehlermeldung erzeugt und direkt dogdith-
keit zur Korrektur vorsieht.

e Unterstitzung des gesamten Datenerhebungsprozesses.
Eine weitere Beschleunigung der Datenerhebungspti3esich durch
den Einsatz von Hard- und Softwaresystemen erzielen, die insbe-
sondere Datenerhebung und Datenerfassung direkt miteinander verbin-
den, d.h. ohne Datenerhebungsinstrumente “aus Papier” auskommen.
Der Schwerpunkt der Entwicklung liegt dabei in der Untéaing
von Telephoninterviews ([Frey/Kunzlischen 1990], [Schneid 1991]).
Allgemein lassen sich folgende Anwendungsbereiche unterscheiden
[Joop/De Bier/De Leeuw 1990]:

CAPI  (Computer-Assisted Personal Interviewing):
Die Antworten werden @hrend des Interviews direkt durch den
Interviewer in den Rechner eingegeben.

CASAQ (Computer-Assisted Self-Administered Questionnaire):
Der Befragte fihrt die Befragung selléndig im Dialog mit dem
Rechner durch.

CATI  (Computer-Assisted Telephone Interviewing):
Softwaretechnische Unteigtung fir alle Aufgaben zur
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Durchfuhrung von Telefoninterviews, wie zum Beispiel automa-
tische Stichprobenziehungen, die Duiaiung und Verwaltung
von Telefonkontakten (Telefonscheduling), der Fragebogen-
entwurf, die Durchfihrung von Interviews, Komponenten zur
Interview(er)verwaltung und -kontrolle, etc.

1.4 Datenanalyse

1.4.1 Statistische Auswertungssysteme

Die Durchfuhrung empirischer Studien hat mit der Entwicklung von statistischen
Auswertungssystemen seit den 60er Jahren einen grol3en Aufschwung genom-
men und dem empirischen E&lngsansatz als vorherrschendem Forschungs-
paradigma in den Sozialwissenschaften zum entscheidenden Durchbruch verhol-
fen ([Engel/Mbhring 1994]). Insbesondere die Anwendung rechenintensiver Aus-
wertungsmethoden, das Auswerten groRer Dateabdstsowie die mehrfache
Auswertung eines Datenbestandes (vgl. [Haag/Haux/Kieser 1992, S. 1]) unter
veranderten Fragestellungen ist ohne statistische Auswertungssysteme praktisch
nicht durchtihrbar.

In einer ersten Phase der Entwicklung stand dabei ausschlief3lich die Anwendung
statistischer Methoden im Vordergrund, sowohl in Form individuell erstellter Pro-
gramme als auch durch die Vagbarkeit erster Programmbibliotheken. Die Ent-
wicklung stapelorientierter Softwaresysteme (z.B. P-STAT, SPSS, SAS, BMDP)
mit einer eigenen Kommandosprache ab Mitte der 60er Jahre, die aul3er statisti-
schen Prozeduren bereits erste Hilfsfunktionen zur Datendefinition und zur Da-
tenaufbereitung (z.B. Variablendefinition, Rekodierung) enthielt@mté zu ei-

ner ersten Standardisierung und durch die vereinfachte Handhabung auch zu einer
starken Verbreitung. Neben der Weiterentwicklung des statistischen Methoden-
spektrums stand in den folgenden Jahren gerade der Ausbau der Datenverwal-
tungskomponente im Vordergrund, insbesondere unter dem Aspekt eingnémnn

rung an DatenbanktechnologieDer riachste groRe Entwicklungsschub erfolg-

te Anfang der 80er Jahre durch die Portierung der existierenden bzw. die Ent-
wicklung neuer Softwaresysteme (z.B. S-PLUS, GAUSS, SYSTAT, NSDstat+)
auf Arbeitsplatzrechner. Die mit dieser Rechnergeneration verbundenen techni-
schen Mbglichkeiten (z.B. hochauwikende Farbgraphik, Man Fenstertechnik)
unterstitzten nicht nur die Entwicklung neuer Analyse- unégemtationstech-
niken (z.B. innerhalb der exploratorischen Datenanalyse) oder aadtesbe-

SEntwicklung statistischer Auswertungssysteme auf Datenbankbasis (z.B. SIR/DBMS).
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nutzerorientierter Sprachkonzepte, sondern si@énagrten auch den Vorgang

der Datenanalyse selbst hin zu einem interaktiven Prozel3 mit kurzen Antwort-
zeiten, direkter Ergebnisgsentation und der Bglichkeit der Weiterverarbei-

tung von Analyseergebnissen in nachfolgenden Bearbeitungsschritten. Die Viel-
falt und Komplexiat des von statistischen Analysesystemen mittlerweile ange-
botenen Methodenspektrums bringt atriche Auswahlproblemeiif konkrete
Fragestellungen, insbesondere unter dem Aspekt einer steigenden Benutzerzahl
ohne mathematisch-statistischem Hintergrundwissen. Neueste Entwicklungen ge-
hen daher in die Richtung wissensbasierter Systeme (z.B. CADEMO, GLIMPSE,
REX), um Anwender bei einetif ihren Problembereich angemessenen Metho-
denauswahl zu unteigizen.

Nachfolgende Auflistung enditt das von der Mehrzahl statistischer Ana-
lysesystemt bereitgestellte Methodenspektrum. Die dabei jeweils in Klam-
mern genannten Bezeichner stammen aus der Kommandosprache von SPSS
[Uehlinger/Hermann/Huebner/Benke 1992], auf deren Grundlage ai@ckest
anwenderorientierte Eingabeformen realisiert sind (vgl. SP@SWindows
[SPSS 1993)).

1. Datendefinition/-erfassung:
In diese Gruppe gdinen alle Mdglichkeiten des Anwenders zur Beschrei-
bung von Variablen und VariablenstruktureDATA LIST, VARIABLE
LABELS VALUE LABELS MISSING VALUES sowie zum Einlesen
(BEGIN DATA ... END, GET FILE) und zum AbspeichernSAVEB
von Daten.

2. Datenmanagement/-modifikation:
Fur die Durchfihrung von statistischen Datenanalysen istaasif notwen-
dig, Variablen der Rohdatenmatrix unter Beksichtigung der zugrundelie-
genden Fragestellungen undidoerpiifender Hypothesen aufzubereiten:

¢ Bildung neuer, nicht direkt gemessener Variablen durch Kombination
von Merkmalen der Rohdate@OMPUTE
(vgl. Anhang A.1)

Beispiel ([Hoffmeyer-Zlotnik 1993, S. 135]): Sozidonomischer
Status (SES)

4Haag, Haux und Kieser sprechen von insgesamt mehr als 200 kommerzigtihamrén Sy-
stemen ([Haag/Haux/Kieser 1992, S.41]).
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SES = f( Bildung (— SchulabschluR)
Beruf (— berufliche Stellung) ,
Einkommen ,
ethnische Zugdirigkeit

)

e Modifikation existierender Variablenif AuswertungszweckeRE-
CODE
Beispiel:
Generationen = Bildung von Altersklassen aus dem Alter

der Befragten
(z.B. 18-25, 2640, 41-60; 61)

Ebenfalls in diese Kategorie géten allgemeine Datenmanagementfunk-
tionen zur Vorbereitung von Datenanalysen. Beispiele biesihd

e das Sortieren von Beobachtung&ORT),

e das Zusammeiijen mehrerer Eingabedateid®(N ),
¢ die bedingte AuswahiSELECT IF) oder

e das Gewichten von Beobachtung&d&EIGHTY.

3. Statistische Datenanalyse:
Die statistische Datenanalyse umfal3t die Anwendung statistischer Metho-
den auf die Daten, d.h. die Datenanalyse im eigentlichen Sinne. Im Rah-
men einer erstemleskriptiven Datenanalyseerden dabei Zusammeghge
ausschliel3lich zwischen den erfaldten Analyseeinheiten untersuictei-F
ne besserélberschaubarkeit der Vielzahl von angebotenen Methoden exi-
stieren in der Literatur eine ganz Reihe von Unterscheidungskriterien, von
denen die wichtigsten nachfolgend aufget sind:

] Kriterium \ Methode \
Anzahl der Variablen univariat, bivariat, multivariat
MeRniveau der Variablen nominal, ordinal, intervall, ratio

N

Beziehung zwischen den Variablensymmetrisch (interdependent
asymmetrisch (kausal)
Funktionaler Zusammenhang zwidinear, nichtlinear
schen den Variablen
Abstraktionsebene der Variablen | empirisch (manifest), theoretisch
(latent)

Zeitstruktur der Datersgze Querschnitt, Angsschnitt




14 Kapitel 1. Die Datenanalyse im empirischen Forschungsprozel3

In der Regel stammen die in der Datenmatrix enthaltenen Daten aus einer
(reprasentativen) Stichprobe der Grundgesamtheit, da eine Vollerhebung
aus Zeit- und Kostengnden meist viel zu aufwendig ist (z.B. Wahlfor-
schung). Von Interesse sind aber malich die “wahren” Zusammerémge

auf der Ebene der Grundgesamtheit und weniger die Analyseergebnisse
in der Stichprobe. So hat beispielsweise das Ergebnis der Sonntagsfra-
ge (“Wenn rachsten Sonntag Bundestagswahley welche Partei iden

Sie wahlen?”) nur bezogen auf alle Wahlberechtigten der Bundesrepublik
Deutschland einen Aussagewert. Die MethodersdhlieRendeonder auch
induktiven Statistilerlauben sowohl daSchatzenunbekannter Parameter
(z.B. Mittelwert) als auch di€’riifung von statistischen Hypotheséer
Sachverhalte in der Grundgesamtheit, falls die Gieverwendete, einzige
Stichprobe nach festgelegten, wissenschaftlich loedgten Regeln gezo-
gen worden ist.

In den folgenden Kapiteln werden die wichtigsten Methoden deskriptiver
Datenanalyse (univariat, bivariat, multivariat) vorgestellt. Aufbauend auf
eine kurze Einfihrung in die Grundlagen der Inferenzstatistik (vgl. Kapi-
tel 4) folgt dann die Durclithrung inferenzstatistischer Verfahren jeweils
methodenspezifisch (z.B. die Duréhiung eines Hypothesentesir fden
2-Wert).

4. Ergebnisaufbereitung/-gisentation:
Eine vor allem im Hinblick auf die Vermittlung der Ergebnisse empiri-
scher Forschung wichtige Rolle spielt die Aufbereitung unésEntation
von Analyseergebnissen. Im Mittelpunkt stehen dabei graphische Darstel-
lungsnoglichkeiten (z.B. Histogramme, Scatterplots, Boxplots), die insbe-
sondere durch die technische Weiterentwicklung sehr stark vorangetrieben
wurden (z.B. Darstellung und Bearbeitung von dreidimensionalen Punkt-
wolken aus verschiedenen Perspektiven). Ein weiterer Punkt ist die Un-
terstitzung bei der Gestaltung von Tabell@iAGLES.

1.4.2 Kurzcharakteristik deskriptiver Analyseverfahren

Fur eine erste Einordnung der in den folgenden Kapitelnidus€h beschriebe-
nen Datenanalyseverfahren werden diese zuvor anhand der vorgestellten Klassifi-
kationskriterien kurz charakterisiert:

SWeiterhin gibt es — zumindest auRRerhalb der Sozialwissenschaften — auch Erhebungsme-
thoden, bei denen die Untersuchungsobjekte @drsterden (z.B. chemische Analysen bei der
Qualitatdiberpiifung von Produkten). Eine Vollerhebung ist hier also gratmgh ausgeschlos-
sen.
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o Univariate Verfahren

Gegeben: eine manifeste, nichtmetrische oder metrische Variable

Frage:  Wie verteilen sich die Werte dieser Variablen innerhalb der
Stichprobe bzw. der Gesamtpopulation?

Beispiel: Wahlentscheidung (Sonntagsfrage)

Stichprobenumfang (Fallzahl)

Abb. 1.4: Univariate Modelle

e Bivariate Verfahren

— Zusammenhangsmalle

Gegeben: zwei Variablen

Frage:  Wie stark ist der Zusammenhang zwischen diesen Varia-
blen (symmetrisch)?
Wie verbessert die Kenntnis einer (als unabgig definier-
ten Variablen) die Vorhersage der anderen gadgfigen)
Variablen (asymmetrisch)?

Beispiel: Konfession—— Wahlentscheidung
Konfession— Parteisympathie

nominal/nominal : x?, A
ordinal/ordinal L TRy TCH Y
metrisch/metrisch  : 72
nominal/metrisch : »?

Abb. 1.5: Bivariate Assoziationsmafle

— Bivariate Regression
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Gegeben: zwei metrische Variablen:

Frage:

Beispiel:

eine unabhlngige Variable (Regressor),
eine abRAngige Variable (Regressand)

Wie stark steht der Regressand in einem kausalen
Abhangigkeitsverhltnis zu dem Regressor?

Kanzlerkandidatensympathie— Parteisympathie

Abb. 1.6: Bivariate Regression

e Multivariate Verfahren

— Multiple Regression

Gegeben: mehrere metrische, unadigige Variablen,

Frage:

Beispiel:

eine metrische, aldmgige Variable

Wie grol} ist der Einflul3 der einzelnen unabbigen Va-
riablen (im Vergleich zueinander) auf die alrtgige Varia-
ble?

Wie gut erkhrt das Modell den Zusammenhang zwischen
unablangigen und aldngiger Variablen?

Sympathie zu einzelnen Spitzenpolitikera- Parteisym-
pathie

— Faktorenanalyse

Gegeben: mehrere metrische Variablen

Frage:

Beispiel:

Welche Variablen messen wie gut eine bzw. mehrere laten-
te Variablen (Faktoren) ?

Sympathie zu einzelnen Spitzenpolitikerr— Parteien-
spektrum (Links-Rechts-Spektrum)
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Abb. 1.8: Faktorenanalyse

— Diskriminanzanalyse

Gegeben: mehrere metrische, unagige Variablen,
eine nominal skalierte, aBhgige Variable

Frage:  Wie grol3 ist der Einflul3 der einzelnen unahgigen Va-
riablen (im Vergleich zueinander) auf die d@blgige Varia-
ble?

Wie gut erkhrt das Modell den Zusammenhang zwischen
unablangigen und akidmgiger Variablen?

Wie gut lassen sich die durch die (nominal skalierte)
abhangige Variable gebildeten Gruppen trennen (rekon-
struieren)?

Beispiel: Sympathie zu Spitzenpolitikern und Parteien Wahlver-
halten

— Clusteranalyse
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Abb. 1.9: Diskriminanzanalysef(,, kennzeichnen die Diskriminanzfunktionen)

Gegeben: mehrere metrische oder anders skalierte Variablen, die es
erlauben anzugeben, wéhnlich die Rlle untereinander
sind

Frage: Lassen sich die&le auf Grund der gemessenen Variablen
zu Gruppen zusammenfassen?

Beispiel: Sympathie zu Spitzenpolitikern und Parteien- Partei-
anhangerschaften

Abb. 1.10: Clusteranalyse énthalt die Zugeldrigkeit zu den neugebildeten Gruppen)



Kapitel 2

Mel3niveaus und Skalentypen

Jede Modellierung — und also auch die Messung —asg@ntiert Arten von an-
scheinendahnlichen Dingen der Wirklichkeit durch Klassen von gleichartigen
Objekten und die Eigenschaften von Dingen durch Attribute von Objekten. Mes-
sen ist dann die Operation, vermittels derer — nach Beobachtung einzelner Dinge
der Wirklichkeit — einzelnen Objektinstanzen, die diese Dingeasgntieren,
Attributwerte zugeordnet werden.

Messen: Zuordnung von Symbolen (z.B. Zahlenwerten) zu den Aagpngen
von Eigenschaften (Merkmalen) bestimmter Merkmalger auf einer
bestimmten Attributdimension (Variable) nach festen Regeln, so daf3
gleichen Merkmalsausggungen gleiche Symbole (als Attributwerte)
zugeordnet werden.

Die Arten des Messenanterscheiden sich in ihren Zuordnungsregeln (vgl.
[Besozzi/Zehnpfennig 1976, S. 10ff]):

e Fundamentales Messen
Ableitung der Zuordnungsregeln durch kontrollierte Beobachtungen und
Experimente aus Naturgesetzen — etwa bei der Messung réitenun-
ter Zugrundelegung des Hebelgesetzes; freilich wird auch hier (wie beim
“theoriegeleiteten Messen”) vorausgesetzt, dal’ die Messungadgeldes
Hebelarms bereits definiert ist.
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e Theoriegeleitetes Messéabgeleitetes Messen):

Anwendung einer theoretisch definierten Zuordnungsregel — etwa bei der
Messung deMasseunter Zugrundelegung des Newtonschen Gesetzes

ma; hier wird vorausgesetzt, da3&fte und Beschleunigungen bereits ohne
das Konzept der Masse mel3bar sind.

Messen durch Aléihlen(Messen ‘by counting’):

Haufigkeiten des Auftretens gleicher Objekte/Objekteigenschaften in einer
bestimmten Zeit und einem bestimmten Raum — auch hier wird eine Theo-
rie vorausgesetzt, “die der Bildung homogener Klassen von Ereignissen im-
plizit ist” [Besozzi/Zehnpfennig 1976, S. 11].

Messen durch zweckiliges Definieren und Vereinbaren einer Zuordnungs-
regel(Messen ‘by fiat'):

Zuordnung eines Zahlenwertes zu einer bestimmten definierten Beobach-
tung — die Definition der Zuordnungsregel ist hier aahst arbitar; erst

die Aufdeckung stabiler Beziehungen — wenn es solche denn gibt — zwi-
schen ‘by fiat’ gemessenen Variablen erlaulétep die Messungen theore-
tisch zu untermauern.

Eng verbunden mit dem Begriff der Messung ist der Begriff der Skala:

Skala: Homomorphe Abbildung von Merkmalsauagungen auf eine Menge

von Symbolen.

Skalen werden nach den auf sie anwendbaren Operationen klassifiziert, diese
Klassifikationen werdeiskalenniveausder auchMel3niveaugenannt. Skalen-
typen werden nach dexrt der Abbildungvon Merkmalsausggungen auf eine
Menge von Symbolen unterschieden:

¢ Nichtmetrische (qualitative) Skalen

— Nominalskala

Beschreibung: Abbildung von Untersuchungseinheiten nach der
Aquivalenzvon Merkmalsausggungen in ungeord-
nete, sich gegenseitig ausschlieRende und den Wer-
tebereich des Merkmals vol&stdig abdeckende Ka-
tegorien. Gibt es nur zwei solcher Kategorien, wird
auch von einedichotomerSkala gesprochen.

Operationen: Gleichheit, Ungleichheit
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Beispiele: - Geschlecht (rannlich, weiblich)
- Konfession (katholisch, protestantisch, .. .)

— Ordinalskala

Beschreibung: Abbildung von Untersuchungseinheiten auf eine Ska-
la, die eine Rangordnung zwischen den Untersu-
chungseinheiten darstellD(dnungsrelatioh

Operationen: alle Vergleichsoperationen

Beispiele: - Schulabschluf3 (0. Abschluf3, Hauptschule, ...)

- Schichtzugebrigkeit (Unter-, Mittelschicht,...)

e Metrische (quantitative) Skalen

— Intervallskala

Beschreibung: Abbildung von Untersuchungseinheiten auf eine Ska-
la gleicher Distanzen zwischen den einzelnen Merk-
malsausggungen

Operationen: alle Vergleichsoperationen und alle linearen Transfor-
mationen

Beispiele: - Kalender
- Temperatur
- Sympathieskalomete#, . .., —5)

— Ratioskala

Beschreibung: Abbildung von Untersuchungseinheiten auf eine Ska-
la, bei der das Verditnis der Mal3einheiten gleich ist,
d.h. die Ratioskala besitzt einen absoluten Nullpunkt

Operationen: alle arithmetischen Operationen
Beispiele: - Gewicht
- Alter

Die Skalenniveaus haben aufgrund der unterschiedléthtigen Operationen ei-
ne bestimmte Rangordnung:

Skalenniveau
qualitativ < metrisch
nominal < ordinal < intervall < ratio
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Univariate Datenanalyse

3.1 Die Beschreibung von Hufigkeitsverteilungen

Grundlage einer statistischen Analyse ist die Verteilung der Untersuchungsein-
heiten auf die einzelnen Antwortkategorien der Variablen. Mit Hilfe geeigneter
Darstellungsformen erlauberadfigkeitsverteilungen einen ersten Einblick in die
Struktur der erhobenen Daten.

Zur Charakterisierung deratifigkeiten werden dabeiif jeden Skalenpunkt fol-
gende Kennzahlen verwendet:

e Absolute Hufigkeiterder Merkmalsausg@gungenrequency ):

T (k=1,...,1)

Anzahl der Untersuchungseinheiten in einer Merkmalsklasse
(I = Anzahl der Klassen bzw. der unterschiedenen MelRwerte)

e Relative Hufigkeitender Merkmalsauspgungen Rercent , Valid
Percent ):

_fx

n

R,

Verhaltnis der Anzahlf,, der Merkmalstager in einer Merkmalsklasgezur
Gesamtheit: aller Analyseeinheiten
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e Kumulierte Haufigkeiterder MerkmalsauspigungenCum Percent ):

1 t t
a==Y fr="> h, (1<t<l)
ne3 k=1

Summation aller relativen &ufigkeitenh,, bis zu einer festgelegten Merk-
malsklasse

Als Beispiel seien in tabellarischer Form digtfigkeitsverteilung und die we-

sentlichen statistischen Kennzahléndie Frage nach der Sympathie tlie CDU
aufgefihrt:

“Und was halten Sie — so ganz allgemein — von der CDU?
Sagen Sie es bitte anhand einer Skala yérbis —5:

+5 bedeutet, dal’ Sie sehr viel von der CDU halten.

—5 bedeutet, dal3 Sigberhaupt nichts von ihr halten.”

V213 SKALOMETER: CDU
Valid Cum
Value Label Value Frequency Percent Percent Percent
-5 27 5.4 5.4 5.4
-4 20 4.0 4.0 9.4
-3 35 7.0 7.0 16.5
-2 32 6.4 6.4 22.9
-1 30 6.0 6.0 28.9
0 51 10.2 10.2 39.2
1 51 10.2 10.2 49.4
2 69 13.8 13.9 63.3
3 69 13.8 13.9 77.1
4 70 14.0 14.1 91.2
5 44 8.8 8.8 100.0
2 4 Missing
Total 500 100.0 100.0
Mean .968 Std err .130 Median 2.000
Mode 4.000 Std dev 2.896 Variance 8.389
Kurtosis -.793 S E Kurt .218 Skewness -.499
S E Skew .109 Range 10.000 Minimum -5.000
Maximum 5.000 Sum 482.000

Diese Form der Darstellung verliert intébersichtlichkeit, wenn die Anzahl der
Antwortkategorien sehr hoch ist (z.B. Alter der Befragten) bzw. eine echt konti-
nuierliche Antwortskala wie bei physikalischen MeB8gen vorliegt (z.B. Tem-
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peratur). In diesem Fall empfiehlt sich eine vorherige Zusammenfassung der Va-
riablenauspgungen in Gruppen (z.B. Altersklassen), die ihrerseits dann die Ant-
wortkategorienifr eine neu zu bildende Variable sind. Hierbei ist zuio&sichti-

gen, dafl3 eine derartige Gruppenbildung immer einen von deilgean Klassen-
groRe abAngigen Informationsverlust darstellt, da mit steigender Klas§@&eagr

d.h. einer Verringerung der Klassenzahl, auch die Unbestimmtheit desinigspr
lichen, individuellen Variablenwertes zunimmt (vgl.dBer 1993, S. 15ff]). Zu-

dem ebffnet die Wahl der Klassengrenzendiflichkeiten zur Manipulation von
Haufigkeitsverteilungen.

Eine weitere Art, “das Wesentliche” eineradfigkeitsverteilung schnell aufzu-
nehmen bzw. zu vermitteln, sind graphische Darstellungen in verschiedenen For-
men, von denen nachfolgend einige beispielhaft aiifgefsind. Hierbei ist zu
bericksichtigen, dal3 sich durch die Hinzunahme von Graphiken die Gefahr von
verzerrten, d.h. bewul3t oder unbewuf3t manipulierten Darstellungen &ofigH
keitsverteilungen vergfiert (vgl. [Kidamer 1992, S. 29ff]).

1. Balkendiagramm/Histogramm

B

Ty
L
il
40
Iy
il

—_——m Em — — = w: T

SKALOMETER:COU CSUFD P
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2. Tortendiagramm

Sympathie-Skalometer COU

Haufigkeiten

5
5 4
4 3

2
3

1
2 0

3. Abschnitts-/Kurvendiagramm

S o=

—_— = IO — —c a: I

-4 -3 2

SKALOMETER:COU CSU-FD P
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14

CO1H

—_— = IO — = o I
R S )

5 -4 3 2 a i i 2 3 4 5
SKALOMETER:CODU CSU-F D P

Neben den eheiibersichtsartigen, tabellarisch bzw. graphisch beschriebenen
Haufigkeitsverteilungen erdglicht die deskriptive Statistik auch spezifischere
Charakterisierungen von Variablen. Hierzu existieren eine Reihe von MalRzah-
len, die sich zum einen auf die zentrale Tendenz, den Schwerpunkt oder auch die
Konzentration von Variablenwerten und zum anderen auf die Art ihrer Verteilung,
ihrer Streuung bzw. ihrer Homogeattiber alle Merkmalskategorien hinweg be-
ziehen.

In den folgenden Abschnitten wird auf diese MalRzahlen eingegangen; sie sind
nach dem Skalenniveau klassifiziert, das die zugrundeliegende Variabég- f

ne Anwendung wenigstens aufweisen muf. Die Anwendung auf Variablen mit
hoherem Skalenniveau ist dabei immebgfich.
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3.2 Kennzahlen fir die “zentrale Tendenz” einer
Variablen

Modus (haufigster/dichtester Wert, Modalwert, mode)

Skalenniveau: nominal

Definition:

Bemerkung:

Beispiele:

Der Modush einer Verteilung bezeichnet den Variablenwert, der
die hochste Fallzahl hat. Ist das Skalenniveau metrisch, so ergibt
sich der Modus bei mehreren, nebeneinander liegenden Werten
mit gleicher, ldchster Fallzahl aus deren arithmetischem Mittel.
Bei gruppierten Merkmalen wird der mittlere Variablenwert aus
der Klasse mit der#chsten Fallzahl genommen.

Der Vorteil des Modus liegt in seiner einfachen Definition und in
seiner Verwendungsbglichkeit auch éir nominalskalierte Varia-
blen. Weiterhin erlaubt er im Gegensatz zu den anderen Kennzah-
len die Charakterisierung mehrgipfliger Verteilungen (z.B. bimo-
dal), da mehrere nichtbenachbarte, holutiykeitszahlen auf-
weisende Merkmalsausjgungen als sellidmtdige Modalwerte
aufgefal3t werden, d.h. einer Verteilungrinen durchaus mehrere
Modalwerte zugewiesen werden.

Der Modus der (intervallskalierten) Sympathieskalometerfrage
fur die CDU ist +4 & 14.1%). Far den Fall, dal’ der Weriif die
Merkmalsklasse +3 ebenfalls 14.1%m&, erg@be sich ein Modus
von +3.5.

Sei in einer gruppierten Altersvariablen die Gruppe der 30- bis
39-jahrigen am gtrksten besetzt, soake der Modus dieser Va-
riablen 34.5.
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Median (Zentralwert, median)

Skalenniveau: ordinal

Definition:

Berechnung:

Bemerkung:

Beispiel:

Der Medianz einer Verteilung ist der Variablenwert, der in der
Mitte der nach der Gif3e sortierten Variablenwerte steht. Dabei
mufd zwischen einer geraden und einer ungeraden Anzeabh
Untersuchungseinheiten unterschieden werden.

n+1

Ty 1= falls n ungerade

IS

Tn/2 T T(n/2)+1
2

falls n gerade

Bei gruppierten Variablenwerten wird efiiktiver Medianwerbe-
rechnet, basierend auf der Annahme, dal3 die Variablenwerte in-
nerhalb der Klassenintervalle gleichverteilt sind. Sowohl obige
Berechnung als auch die Interpolation bei gruppierten Variablen-
werten (siehe Beispiel) lassen sich strenggenommen nicht auf
ordinalen Daten durckihren. Daher wird bei einer geraden An-
zahl von Untersuchungseinheiteaufig auch anstatt eines fikti-
ven mittleren Wertes einer der beiden mittleren (zB= z,,,)

bzw. bei gruppierten Variablenwerten der Wert dieser Merkmals-
klasse als Median angenommen.

Der Median der Sympathieskalometerfrage die CDU ergibt

sich zu
Tos0 +Tos1  2+2

2 2
Eine Medianberechnungiff gruppierte Variablenwertéft sich
wie folgt durchiihren ([Benninghaus 1985, S. 41]):

T = 2.

| Klassenintervall Haufigkeit| kumulierte Haufigkeit |

6—- 8 5 5

9-11 10 15
12 -14 14 29
15-17 13 42
18 -20 11 53
21-23 16 69
24 - 26 19 88
27 -29 12 100
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Der Median liegt im Klassenintervall 18 — 20 (= Klassg mit
den exakten Grenzen, = 17.5 undz, = 20.5. Die Berechnung
des Medians ergibt sich durch Interpolation:

~ n/2 — Cm-1

T = Ty + —— * (Lo — Ty
a ( )
50 — 42
= 175+ % (20.5 — 17.5)
= 1754+0.73x3

= 19.7
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Arithmetisches Mittel (Mittelwert, Durchschnittswert, arithmetic average,
arithmetic mean)

Skalenniveau: metrisch

Definition:

Berechnung:

Bemerkung:

Beispiel:

Das arithmetische Mittel einer Verteilung ergibt sich aus der
Summe der Variablenwerte, dividiert durch ihre Anzahl.

Das arithmetische Mittel als bekannteste Kennzéhkdie “zen-
trale Tendenz” einer Variablen eignet sich insbesondére f
die Beschreibung symmetrischer, unimodaler Verteilungen und
zeichnet sich durch folgende Eigenschaften aus:

1. Die Addition (Subtraktion) einer Zahl zu allen Variablen-
werten vergdl3ert (verkleinerty um diese Zahl:

rite (i=1,....n) =T =T+c

2. Die Summe der Abweichungen aller Variablenwerte xon
ist gleich Null:

n

> (zi—z) =0
=1
3. Die Summe der quadrierten Abweichungen aller Variablen-
werte vonz (=Variation) ist ein Minimum, d.h. sie ist klei-
ner als die Summe der quadrierten Abweichungen von ei-
nem beliebigen anderen Wert:

> (z; — 7)*> = Minimum
=1

Das arithmetische Mittel der Sympathieskalometerfragedie
CDU ergibt sich zu

z = 0.968
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3.3 Kennzahlen fir die Streuung einer Variablen

Entropie

Skalenniveau: nominal

Definition:

Berechnung:

Bemerkung:

Bei dem aus der Thermodynamik und der Informationstheorie be-
kannten Entropie-Maf® wird die Streuung eines Merkmals als
Konzentration der Untersuchungseinheiten auf bestimmte Merk-
malsklassen bzw. als Abweichung vom Modell der Gleichvertei-
lung verstanden, bei der jede Merkmalsklasse gleich stark besetzt
ist.

k

1
i=1,h; #0 hi

Die Entropie hat folgende Eigenschaften:

1. Fallsalle Untersuchungseinheiten sich aihe Merkmals-
klasse konzentrieredf, 1 < j < k: h; = 1,h; = 0flr
i # 7), ist die Entropie minimal, d.h. O:

H:hjlb]izllblzo

J

2. Falls die Untersuchungseinheiten sich gleiéfiny auf alle
. 1, .
Merkmalsklassen verteilew{, 1 < i < k: h; = %), ist
die Entropie maximal, d.h. lb:

‘1 1
H=Y -lbk=k lbk=Ibk
—k k

Die Entropie einer Variablen liegt somit immer zwischen 0 und
Ib k.

b bezeichnet den Zweierlogarithmus: b log,
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1.H=0 2.H=1Ibk

Abb. 3.1: Extremsituationeriif die EntropieH

Quartilabstand (interquartile range)

Skalenniveau: ordinal

Definition:

Berechnung:

Bemerkung:

Grundlage iir die Berechnung des Quartilabstandes ist der Be-
griff der Quantile. Quantile teilen eine nach ihrerd@e geord-
nete Menge von Untersuchungseinheiten in g Klassen mit einer
jeweils gleichen Anzahton MelRwerten ein. Je nach Anzahl der
Quantile wird von Tertilen (g = 3), Quartilen (g =4), ..., Oktilen
(g =8), etc. gesprochen. Der Quartilabstéhtderechnet sich aus
der Differenz zwischen dem Index des kleinsten Mel3werts des
vierten Quatrtils (oder des @Rten des dritten Quartils) und dem
Index des gif3ten MelRwertes des ersten Quatrtils. Eine Erwei-
terung stellt demittlere Quartilabstandquartile deviation),,,

dar, bei dem der Quartilabstand ataich noch durch 2 dividiert
wird.

Q=Qs-@ b Q=BT
mit:
@, : Schnittpunkt zwischen den ersten 25 Prozent der Vertei-
lung und dem Rest
@3 : Schnittpunkt zwischen den ersten 75 Prozent der Vertei-

lung und dem Rest

Der Quartilabstand dient zur Beschreibung der Streubreite eines
Merkmals, ohne daf3 auf die Extremwerte bezug genommen wird.
Der Wert fir -, d.h. der Schnittpunkt zwischen den beideilfH

ten einer Verteilung, entspricht dabei dem Mediadieser Ver-
teilung.
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Beispiel: Bei der Skalometerfrage zur CDU-Sympatltadtfdas erste Quar-
til @, auf den Skalometerwert1, das dritte 3) auf den Skalo-
meterwert3. Somit betagt der Quartilabstand:

Q=Q—Q1=3-(-1)=4

Die Berechnung des Quatrtilabstandsdruppierte Variablenwer-
te lalt sich wie folgt durclifhren
([Benninghaus 1985, S. 52-53]):

| Klassenintervall Haufigkeit| kumulierte Haufigkeit |

6- 8 5 5

9-11 10 15
12-14 14 29 = Q,
15-17 13 42
18 - 20 11 53
21-23 16 69
24— 26 19 88 = Q,
27 -29 12 100

Nach Festlegung der Merkmalsklassen, in @ie und @5 fal-
len, erfolgt ihre konkrete Berechnung durch Interpolation ent-
sprechend der Medianberechnung:

1/4 %100 — 15
+

O, = 115 - «3= 115421 =13.6
3/4 % 100 — 69
Qs = 2354 /4 = «3=9235+00 =244
O = OQs—Q,—=244—136=108
- 10.8
Qm Q3 Ql . _ 54

2 2



3.3. Kennzahlen fiir die Streuung einer Variablen 35

Variationsbreite/Spannweite (range)

Skalenniveau: metrisch

Definition:

Berechnung:

Bemerkung:

Beispiel:

Die VariationsbreiteR beschreibt die Differenz zwischen der
grofdten {,,..) und der kleinsteru(,,;,,) Auspragung eines Merk-
mals.

R = Tmaz — Tmin

Die Variationsbreite ist ein sehr einfaches Streuungsmal3, das die
Verteilung eines Merkmals (z.B. im Gegensatz zum Quatrtilab-
stand) lediglich durch die zwei extremsten Merkmalsagigpn-

gen beschreibt. Dies ist um so ungenauer, je untypischer diese Ex-
tremwerte @ir die Merkmalsverteilung sind. Die Variationsbrei-

te wird deswegen weniger zur Beschreibung von Verteilungsei-
genschaften eingesetzt als vielmehr zur Kontrolle, ob die Varia-
blenwerte in einem erwarteten Bereich liegen (z.B. Kontrolle auf
Eingabe- bzw. Kodierungsfehler).

Die Variationsbreiteir die Sympathieskalometerfrage bigich
der CDU ergibt sich zu

R =+5— (=5) = 10,

da alle zur Auswahl stehenden Skalenpunkte von den Befragten
auch angekreuzt wurden.
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Durchschnittliche Abweichung (average deviation)

Skalenniveau: metrisch

Definition:

Berechnung:

Bemerkung:

Beispiel:

Die durchschnittliche AbweichunglD wird gemessen als die
Summe der Absolutbéige aller Abweichungen der MelRwerte
vom arithmetischen Mittel, dividiert durch die Gesamtzahl aller
Untersuchungseinheiten.

1 1 -
AD:—Z|xi—x|:—Zfi|xi—x|
ni= n4

Bei der Berechnung der durchschnittlichen Abweichung geht je-
der Variablenwert mit dem gleichen Gewicht ein. Die Mal3ein-
heit der durchschnittlichen Abweichung ist dabei mit derjenigen
der Variablenwerte identisckd D wird zugunsten der Standard-
abweichung (siehe Folgeseite) in der Praxis kaum noch verwen-
det.

Die durchschnittiche Abweichung béagt fur die CDU-
Sympathie (mit dem Mittelwert = 0.968):

AD =2.39
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Varianz (variance)/ Standardabweichung (standard deviation)

Skalenniveau: metrisch

Definition:

Berechnung:

Bemerkung:

Beispiel:

Die Varianzs? einer Variablen ist definiert als die Summe der
guadrierten Abweichungen der Variablenwerte von ihrem Mittel-
wert, dividiert durch die Gesamtanzahl der Variablenwerte mi-
nus 1. Die Standardabweichunagauch mitSD bezeichnet, er-
gibt sich als Wurzel aus der Varianz.

s = J ! n(ﬂvi—i’)Q = $ ! i:fi(l’z‘—f)Q
n—1i5
Im Gegensatz zur durchschnittlichen Abweichung werden zur
Berechnung der Varianz/Standardabweichung die Abweichungen
der Variablenwerte vom Mittelwert mit ihrem Quadrat gewichtet.
Dies fuhrt dazu, dal3 zur Beschreibung der Streuung einer Varia-
blen dem Betrag nach@i8ere Abweichungendtker beticksich-
tigt werden als kleinere. Bei gleicher durchschnittlicher Abwei-
chung variiert demnach das Ergebrus dlie Varianz je nach dem
Anteil von Variablenwerten mit gro3en Abweichungen vom Mit-
telwert. Varianz und Standardabweichung sind gratedgeh als
gleichwertige Streuungsmalf3e anzusehen, wobei die Standardab-
weichung fir die Beschreibung insofern vorzuziehen ist, da sie
die gleiche MalR3einheit besitzt wie die zugrundeliegenden Varia-
blenwerte.

Die Varianz bzw. Standardabweichungy fdie CDU-Sympathie
ergibt sich bei einem Mittelwert von = 0.968 wie folgt (Zahlen
sind gerundet):

s? = 8.389

s = 2.896

Bei der Berechnungsforméif s? finden im Nenner sowohl — 1 als auch — wie
vielleicht erwartet —n Verwendung, wobei der Unterschied im Ergebnis lediglich
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bei kleinen Stichproben ins Gewiclill (seis? erwartungstreuer (unverzerrter)
Schatzer fir die Varianz; vgl. S. 63):

1 n
6% = (z; — 7)* |-
n—1i

313

n

Z( oy

=52 mit n statt n—1
n. 9

n—ls

1
n—1 n

Die Grunde fir die unterschiedlichen Berechnungsformeln liegen in inferenzsta-
tistischen Betrachtungen, d.h. débertragung von Ergebnissen aus einer Stich-
probe auf die Grundgesamtheit, undnigen mit dem Begriff deErwartungs-
treue zusammen. Wird inferenzstatistisch nicht von einer einzigen sondern von
einer Vielzahl von Zufallsstichproben ausgegangen, die (hypothetisch) aus einer
Grundgesamtheit gezogen werden,a&gtlsich der Stichprobenmittelwert als eine
ZufallsvariableX auffassen, deren ErwartungsweitX ) = p ist (vgl. Kapitel 4),
d.h. die Mittelwerte der Stichproben verteilen sich “glei@f$ig” um den wahren
Mittelwert ;. der Grundgesamtheify ist erwartungstreu. Diese Eigenschaft ist
auch fir den Erwartungswert der Zufallsvariabldir flie Stichprobenvarianz
winschenswert. Die Herleitung des Erwartungsweiibg faber zu dem Ergebnis
n—1,

E(s?) = —0

d.h. der Erwartungswert ist in ABingigkeit von der Stichproberiafsen verzerrt.
Erst die Verwendung von — 1 anstattn in der Berechnungsformelihrt zu der
Erwartungstreuelir die Varianz:

E(&?) = B
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3.4 Kennzahlen fir den Test einer Haufigkeitsver-
teilung auf Normalverteilung

Fur die Charakterisierung einer Variablen ist ebenfalls die Frage von Bedeu-
tung, inwieweit sich die empirischeddfigkeitsverteilung der Normalverteilung
anrahert.

Definition: (nach [Kreyszig 1979, S. 126ff])
Eine stetige Verteilung mit der Wahrscheinlichkeitsdichte

heil3t Gaul3-Verteilungoder Normalverteilungund wird gra-
phisch durch die sogenanr&ockenkurvébeschrieben.

68% 95.5%

16% [ I

2.25%

I I I I

p—o p  pto p—20 7 p+20

Abb. 3.2: Normalverteilung

Interpretation: Die Flache unter der Kurve gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit
der sich ein Wert der Zufallsvariablen in einem gegebenem In-
tervall befindet. Die Gesaméithe ist gleich 1.

Die herausragende Bedeutung der Normalverteilung und den aus ihr abgeleiteten
Wahrscheinlichkeitsverteilungen (z.B?-, F'-, t-Verteilung) ergibt sich aus der
Rolle, die sie bei der Durchihrung inferenzstatistischer Stikbe, d.h. debbert-
ragung von Ergebnissen aus der Stichprobe auf die Grundgesamtheit, spielen.
Grundlage hiefir ist derzentrale Grenzwertsatzlessen wesentliche Aussagen
wie folgt zusammengefal3t werdearknen (nach [Patzelt 1985, S. 196-197])

2Fir die genaue Definition siehe auch [Kreyszig 1979, S. 201].
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. Werdenm Zufallsstichproben der &fien aus einer Grundgesamtheit ge-

zogen, deren interessierendes Merkmal metrisch skaliert und durch einen
Mittelwert 1. und eine Varianz? beschreibbar ist, und werden die arith-
metischen Mittelz; (i = 1, ..., m) derm Zufallsstichproben berechnet, so
nahert sich didHaufigkeitsverteilung der Mittelwerte einerNormalvertei-
lungan, und zwar llig unablangig davon, welche Verteilung das Merkmal
selbst hat.

. Die Verteilung der Stichprobenmittelwertenahert sich um so atker einer

Normalverteilung an, je @f3er der Stichprobenumfamgst.

Der Mittelwert dieser angémerten Normalverteilung der Stichprobenmit-
telwertez; ist genau der Mittelwert: des in der Grundgesamtheit interes-
sierenden Merkmals.

Die Varianz der angeétmerten Normalverteilung der Stichprobenmittelwer-
2
te z; ist 7 Ihre Wurzel->— wird Standardfehle(standard error$' F) ge-
n n

nannt, da sie wie eine Standardabweichung die Streuung der Stichproben-
mittelwertez; um den Grundgesamtheitsmittelwgrausdiickt.

Dies hat fir die Inferenzstatistik folgende Konsequenzen:

1.

Das Ausmal} der Aratherung der Stichprobenmittelwertéryt ausschliel3-
lich vom Stichprobenumfang ab, wobei der Unterschied ab= 30 ver-
nachhssigbar ist.

Mit wachsendem wird die Streuung der Mittelwerte upnimmer geringer
o

(sz, = ﬁ)-

Da diez; praktisch normalverteilt sind, kann angegeben werden, mit wel-
cher Wahrscheinlichkejt in welchem Intervall uneinenStichprobenmit-
telwertz; liegt, d.h. es geigt ein einziger Mittelwert aus einer Stichprobe
mit n > 30, um eine solche S&tzung vorzunehmen:

o

g
Pz—-k—=<u<z+k —1—
mit:
k. Intervallgrenzen
o : lrrtumswahrscheinlichkeit

Analoges gilt fir die Sclatzung voro? aus einer einzigen Stichprobenvari-
anzs?.
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Die konkrete Durchihrung eines inferenzstatistischen Schlusses auf der Basis
einer einzigen Stichprobe ist somit auch davonaadghg, ob die Ausgangsvaria-
ble(n) einer Normalverteilung oder einer ihr verwandten Wahrscheinlichkeitsver-
teilung gerigt. Nach dem Gaul3’'schen Fehlerverteilungstest lassen sich folgende
Bedingungeniir die Annahme einer Normalverteilung als Modell eineufig-
keitsverteilung annehmen:

¢ Viele zufallige Faktoren wirken unaldimgig voneinander und additiv auf
das fragliche Merkmal.

e Der Einflul3 jedes einzelnen Faktors ist dabei relativ gering.

¢ Verstarkende und absclraghende Effekte sind in etwa gleich wahrschein-
lich.

Wahrend @ir eine Reihe von Variablen, wie zum Beispiel diéridergbl3e oder
das Gewicht, bekannt ist, dal’ sie normalverteilt bzw.aaemd normalverteilt
sind, gibt es ffir die Uberpiifung einer Variablen auf Normalverteilung weitere
Kennzahlen, die nachfolgend behandelt werden.
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Schiefe (Skewness)

Skalenniveau: metrisch

Definition: Bei der Schiefey; (= 3. Moment einer Verteilung) wirdiber-
pruft, ob eine eingipflige Verteilung gemessen an der Normalver-
teilungskurve nach rechts oder nach links verzogen ist.

Berechnung:

1 n
= (zi—)°
Nz

"= - 8

Beispiele: Abbildung 3.3 zeigt die unterschiedlichen Verteilungstypen, die
sich aus den Werteriif ; erkennen lassen.

Die Schiefe @ir die Verteilung der CDU-Sympathie bagt~y, =
—0.449, sie ist linksschief und rechtssteil (vgl. den Graphen in
der Zusammenfassung auf Seite 46).
linksschiefe, rechtssteile symmetrische rechtsschiefe, linkssteile
Verteilung Verteilung Verteilung
7 <0 7 =0 v1 >0

Abb. 3.3: Graphische Bedeutung der Schiefe
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Exzel3, Wolbung (Kurtosis)

Skalenniveau: metrisch

Definition: Bei der Wolbung~, (= 4. Moment einer Verteilung) wirdber-
pruft, ob eine eingipflige Verteilung gemessen an der Normalver-
teilungskurve flacher oder steiler ist.

Berechnung:

1 n
= (zi— )
Nz

Yo = a4

Bemerkung: Beim Vorliegen einer Normalverteilung hat den Wert 3. Des-
halb wird meist

Yy =2 —3
verwendet.

Beispiele: Die Verteilungstypen, die sich aus den Wertén 4, erkennen
lassen, sind in Abbildung 3.4 dargestellt.

Der Graph zur CDU-Sympathieverteilung (s. S. 46) ist mit einem
Wert vony, = —0.793 flach gewdlbt gegefiber der Normalver-
teilung.
flache Wolbung normale Wolbung steile Wblbung
7 <0 73 =0 72 >0

Abb. 3.4: Graphische Bedeutung debibung
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3.5 Zusammenfassung

Mafzahlen zur Beschreibung von Huufigkeitsverteilungen

absolute Hwufigkeit fe, (k=1,....0)
relative Haufigkeit hy = &
n
t t
1
kumulierte Haufigkei = - = <t<
gkeit ct ank th, 1<t
k=1 k=1
Kennzahl Skalenniveati Berechnung
qual. | metr.
nfolif]r
Kennzahlen fur die “zentrale Tendenz” einer Variablen
Modus + |+ |+ |+
1
Ty 1= nt falls n ungerade
Median Sl =, 2+x22 X
% falls n gerade
1 n 1 L
Mittelwert - -+ |+ T = EZ;T7 = ;;fixi
Kennzahlen fur die Streuung einer Variablen
k
1
Entropie + |+ |+ |+ H= h; b —
P , Z "
i=1,h; #0
Quartilabstand AR Q=0Q5—Q bzw. Q= w
Variationsbreite - -+ |+ R = Tuazr — Tmin
Durchschnittliche I AD — 1 2"] _ g
Abweichung T n — i
1 n
; 2 _ L =\2
Varianz R §° = ;(xz z)
1 n
i - - — . )2
Standardabweichung + |+ Y e 2(1:,, z)
Kennzahlen fur den Test einer Haufigkeitsverteilung
. 11 5
Schiefe A n=_ EZ;(a:i — )
Kurtosis + |+ Ll Zn:( 7)*
-l - =— = T; —T
V2 a7 -

3qual. = qualitativ, metr. = metrisch; n = nominal, o = ordinal, i = intervall, r = ratio
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Anhand der Hufigkeitsverteilungen zweier Variablen sollen die spezifischen Ei-
genschaften der beschriebenen Kennzahlen vergleichend diskutiert werden.

Dazu werden zu#dzlich zu der bereits auf Seite 24 vorgestellten Frage nach
der Sympathieir die CDU die Haufigkeiten der Sympathieskalometerfrage f
Straul3 betrachtet.

V229 SKALOMETER: F J STRAUSS
Valid Cum
Value Label Value Frequency Percent Percent Percent
-5 63 12.6 12.7 12.7
-4 25 5.0 5.0 17.7
-3 38 7.6 7.6 25.3
-2 20 4.0 4.0 29.3
-1 25 5.0 5.0 34.3
0 46 9.2 9.2 43.6
1 67 13.4 13.5 57.0
2 54 10.8 10.8 67.9
3 57 11.4 11.4 79.3
4 56 11.2 11.2 90.6
5 47 9.4 9.4 100.0
2 A4 Missing
Total 500 100.0 100.0
Mean 424 Std err .145 Median 1.000
Mode 1.000 Std dev 3.234 Variance 10.462
Kurtosis -1.107 S E Kurt .218 Skewness -.348
S E Skew .109 Range 10.000 Minimum -5.000
Maximum 5.000 Sum 211.000

Die graphische Darstellung (in Abbildung 3.5) macht die unterschiedliche Ver-
teilung der Merkmalstger auf die einzelnen Skalenpunkte deutlich: Die stark
polarisierte Meinundiber Strauf in dedffentlichkeit filhrt auch zu einer zwei-
gipfligen Verteilung, vahrend die Sympathiéf die CDU eine “normale” Eufig-
keitsverteilung mit einem Maximum zeigt.

Inwiefern spiegeln sich die Differenzen zwischen den empirischen Verteilungen
in den zur Verfigung stehenden univariaten Kennzahlen wider? Beschreiben die-
se das Befragungsergebnis inagdater Art und Weise, odeibknen sie durch
Besonderheiten des Kurvenverlaufs der Stichprobenwerte verzerrt bzatseatf
werden? Die nachfolgende Tabelle lisi@tbeide Variablen die wichtigsten Kenn-
werte auf.
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Abb. 3.5: Gegetberstellung: Sympathie CDU — Sympathie Strauf3

Kennzahl CDU | Straul
Modus h 4 1
Median T 2 1
Mittelwert T 0.968| 0.424
Quatrtilabstand Q 4 6
Varianz s2| 8.389| 10.462
Standardabweichung s 2.896| 3.234
Schiefe v | —0.499 | —0.348
Kurtosis Yo | —0.793 | —1.107

Die Mal3zahlen zur Beschreibung der zentralen Tendenz sind vor allem bei mehr-
gipfligen Verteilungen wenig aussagakig. Ebenso verleitet dialleinige Be-
trachtung von Schiefe und Kurtosis bei multiplen Gipfeln zu einer falschen
Einsctatzung (z.B.ahnelt die Straul3-Variable in bezug auf die Symmetrie eher
einer Normalverteilung als die CDU-Variable), da der Vergleichsmalistab eine
eingipflige Verteilung ist.

Somit bleibt festzuhalten, dal3 die Reduzierung der Verteilungsinformationen
auf einen einzigen Kennwert, insbesondere bei “nicht normalen” Verteilungen,
zu falschen Sclilssen fihren kann. Die Berechnung und Verwendung solcher
Kennzahlen entbindet den Anwender daher nicht von der Notwendigkeit, sich
grundstzlich ein umfassendes Bild von den zugrundeliegenden empirischen Ver-
teilungen zu machen.



Kapitel 4

Grundlagen der Inferenzstatistik

4.1 Zufallsvariable, Erwartungswert, Wahrschein-
lichkeitsverteilung

Empirische Untersuchungen erfolgen in der Regel auf der Basis einer Stichpro-
be, da eine vollgétndige Einbeziehung der Grundgesamtheit meist nicgiglich

ist (z.B. Kosten, Zergtrung von Untersuchungsobjekten). Da andererseits die Zu-
sammenhnge in der Grundgesamtheit von eigentlichem Interesse! sngipt

sich die Notwendigkeit eindsferenzschlussesn den Ergebnissen in der Stich-
probe auf die in der Grundgesamtheit, d.h. es idgilzerpiifen, inwieweit die be-
rechneten statistischen Kennzahlen aus der Stichprobe (Mittelwert, Varianz, ...)
auch fir die Grundgesamtheitidfig (signifikan) sind. Das Instrumentif diese
Uberpiifung ist der sogenannte Signifikanz- oder atyfpothesentesDaraus
abgeleitet lassen sich die unbekannten Parameter der Grundgesamtheit (Mittel-
wert (1), Varianz ¢?2), ...) mit Hilfe der Stichprobenparameter (Mittelwei) (
Varianz (?), ...) abschtzen, d.h.iir ihre Werte knnen — bei Angabe einer Irr-
tumswabhrscheinlichkeit — Vertrauensintervallotfidenzintervallpangegeben
werden. Die wahrscheinlichkeitstheoretischen Grundlagenie Durchtihrung

von Hypothesentests undrfdie Berechnung von Vertrauensintervallen sollen in
diesem Kapitel edutert werden.

Grundstzlich besteht das Problem, Aussagédrer eine Menge von Untersu-
chungseinheiten treffen zuimsen (Grundgesamtheit), von der Informationen le-

Bei einer repasentativen Bailkerungsumfrage mit einer Stichprobe von ca. 2000 Untersu-
chungseinheiten (z.B. [Wahlstudie 1987]) interessieren letztendlich Ausségerdie Gesamt-
bewblkerung und nichtiber die befragten Individuen.
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diglich tber eine Teilmenge (Stichprobe) vorliegen. Désungsweg hieiir laf3t
sich zusammenfassend wie folgt beschreiben:

1. Unter der Voraussetzung, dal es sich bei der Stichprobe um eine echte Zu-
fallsauswahl handeltal3t sich jeder aus der Stichprobe berechnete statisti-
sche Wert (z.Bz, s?) als dieRealisierung einer Zufallsvariableauffassen.

2. Mit Hilfe dieser Zufallsvariablen wird eine neue Zufallsvariable konstru-
iert (vgl. Anhang A.3), die einer bekannten, in Tabellenform vorliegenden
WahrscheinlichkeitsverteilungPrifverteilung) entspricht (z.B. Normalver-
teilung, y2-Verteilung).

3. Mit Hilfe der Stichprobedf3t sich @ir diese konstruierte Zufallsvariable eine
einzelne Realisierung berechnen. Die Position dieses “empirischen” Wer-
tes innerhalb der bekannten Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsva-
riablen erlaubt dann Aussagen dbaer, ob der berechnete Wert audh f
die Grundgesamtheit signifikant ist oder ob das Ergebnis im Bereich von
Zufallsschwankungen liegt bzw. in welchem Intervall um den zu testenden
Stichprobenparameter der wahre Wert der Grundgesamtheit liegt.

Stichprobenwerte
. 1 & . .
1. Stichprobe | z11,212,...,21, = T1=—» xz; 1. Sclatzwert fir
n =
=1 ILL
. 1 & . .
m. Stichprobe | z,,1, T2, ..., Tnn = Ty = —in m. Schatzwert fir
n -
’L:1 ,LL
. — 1&
Zufallsvariablen| X, X,,..., X, = X=-> X,
ni

Die Tabelle efhutert die Betrachtung von Stichprobenwerten als Realisierung von
Zufallsvariablen. Dabei wird davon ausgegangen, daf aus der Grundgesamtheit
nicht nur eine sondern (hypothetisci) Stichproben der Gf3en gezogen wer-

den. Der zu testende Stichprobenparameter sei dabei der Stichprobenmittelwert.

In reinen Zufallsstichproben aus einer Grundgesamtheit i@iltlfe einer Reali-
sierung zugeordneten Zufallsvariablen:

E(Xi) =n
Fur den Erwartungswert der Stichprobenmittelwerte gilt dann:

E(X)=pn
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Damit ist der Stichprobenmittelwert in reinen Zufallsstichproben einear-
tungstreugd.h. unverzerrte) Sétzung des Mittelwerts der Grundgesamtheit.

Herleitung:

B(X) = B( Y X)

=1

Eﬂ
|"M:
>

.
|
—_

M-
[
>

=

@
Il
—

33\>—‘ S 31— 31+
=

Fur die Beurteilung der Gte einer Schtzfunktion fir den “wahren” Parameter in
einer Grundgesamtheit (hier:= —) "z;) reicht die Erwartungstreue allein nicht
n-:

aus. Vielmehr ist weiterhin geforolle;t, dal3 die &zwerte nahe bei dem wahren
Wert liegen, d.h. dal3 auch die Varianz der Stichprobenmittelwerte kleintist. F
identisch und unaldingig verteilte ZufallsvariableX’; mit dem Erwartungswert
w und der Varianz? gilt fUr die Varianz des Stichprobenmittelwertes:

Herleitung:
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Daraus folgt @ir den Standardfehler, d.hirfdie durchschnittliche Abweichung
eines Stichprobenmittelwertes vom wahren Mittelwert:

o
SE(T) = —
@)=
Weiterhin gilt nach dem zentralen Grenzwertsatz, daf3 die Stichprobenmittelwerte
bei unablngigen Stichproben ge&ifi der Normalverteilung streuen.

4.2 Die Durchfihrung von Hypothesentests

Die Uberpiifung auf Signifikanz eines Stichprobenparametérsife Grundge-
samtheit erfolgt durch die Anwendung eines Hypothesentests. Am Beispiel der
Uberpiifung des Stichprobenmittelwertes wird im folgenden das Prinzip eines
Hypothesentests énlitert.

Frage: Ist der empirische Stichprobenmittelwerauch fir die Grundgesamtheit
signifikant, oder liegt das Ergebnis im Bereich der Zufallsschwankungen?

1. Schritt: Hypothesenformulierung

Hy : = 0 (Nullhypothese)

d.h. der Stichprobenmittelwettliegt im Bereich der Zufallsschwan-
kungen (keine Signifikanz).

Ha : o # 0 (Alternativhypothese)

d.h. der Stichprobenmittelwert ist signifikariirfdie Grundgesamt-
heit.

Ziel des Hypothesentests ist es, die Nullhypothese zu widerlegen.

2. Schritt: Bestimmung der Rifverteilung

Nach dem zentralen Grenzwertsatz verteilen sich die Stichprobenmit-
telwerte bei unabdngigen Stichproben geifl der Normalverteilung.
Standardisierung der Zufallsvariablghmit dem wahren Mittelwert

p und dem wahren Standardfehlgf (X)) fuhrt zu der standardnor-
malverteilten Zufallsvariable

X —p

=
mit dem Mittelwert O und der Varianz 1. Die Existenz einer bekann-
ten Verteilung @ir eine Zufallsvariable (hier: Stichprobenmittelwerte)

X =
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3. Schritt;

4. Schritt;

5. Schritt;

erlaubt den Hypothesentest auf der Basis lediglich einer Realisierung
der Zufallsvariablen. & die Piifung anderer Stichprobenparameter
lassen sich Zufallsvariablen konstruieren, die anderen charakteristi-
schen Verteilungen entsprechen (z\B-Verteilung,t-Verteilung, F'-
Verteilung).

Bestimmung des Freiheitsgrads

Im allgemeinen Angt der Kurvenverlauf einer &fwverteilung von
dem sogenannten Freiheitsgrad (df=degrees of freedom) ab. In die-
sem Beispiel giltdf = n, da bei der iir die Mittelwertbildung not-
wendigen Summation der Stichprobenwerte keim; festgelegt ist.
Im Gegensatz dazu verringert sich beispielsweise der Freiheitsgrad

bei der Variationsberechnuny (z; — z)> um 1, da das bereits be-

=1
kannte, sich aus allem; (i = 1,...,n) ergebender mitverwendet
wird und somit mindesterasin z; festgelegt ist. Der Freiheitsgrad bei
der Varianzberechnung bagt daher nur noch—1 (vgl. Kapitel 3.3).

Bestimmung des Signifikanzniveaus

Die Existenz einer charakteristischen Verteiluagdine Zufallsvaria-

ble erlaubt es, innerhalb einer gewissen FehlergrenzaiSsgiiber

die Grundgesamtheit auf der Basis lediglich einer Stichprobe zu zie-
hen. Die Festlegung dieser Fehlergrenze — oder auch Signifikanzni-
veau —«a mufld von dem Anwender vorgenommen werden und be-
zeichnet die Wahrscheinlichkeit daf dal3H, falschlicherweise ver-
worfen wird (Fehler 1.Art). Mit welcher Fehlerwahrscheinlichkeit ist
ein Anwender also bereit zu akzeptieren, daf3 er sich bei der Annahme
der Signifikanz des Stichprobenmittelwertés die Grundgesamtheit

irrt (z.B. o« = 0.05 (5%)). Um Testveralschungen zu vermeiden, soll-

te der Schritt 4 bereits vor Kenntnis der Daten durctigefwerden.

Ermittlung des theoretischen Verteilungsweftesmd Berechnung des
empirischen Verteilungswertes,,,,,,

Die Normalverteilung liegt tabelliert vor, so daf3 in Abigigkeit vom
Freiheitsgrad und dem géhlten Signifikanzniveau der “kritische”
Wert k ermittelt werden kann:
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1—a |k
0.6827| 1
0.95 1.96
0.9545| 2
0.99 2.58
0.9973| 3
0.999 | 3.3

Fur die Berechnung des empirischen Verteilungsweﬁfe§p aus

X —p wird der Standardfehl&i mit dem Schtzwerts fir die
% Vi

Standardabweichungin der Grundgesamtheit verwendet.

2Damit entsprichtX strenggenommen nicht mehr einer Normalverteilung sondern éiner
Verteilung mit(n — 1) Freiheitsgraden, d.h. es wird ein Hypothesentésf= 0 auf der Basis
einer ¢-Verteilung durchgefhrt (vgl. ¢-Test in Abschnitt 5.4.5). Diese Unterscheidung ist aber
lediglich fur kleine Stichproben von Bedeutung, da theerteilung sich fir gro3en der Normal-
verteilung anahert.
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6. Schritt: Entscheidungiber die Ablehnung voi&/,

Aufgrund der bekannten Eigenschaften der Standardnormalverteilung
gilt folgende Beziehungifr den Stichprobenmittelwert:

X —p

<k)=P(-k<Xepp<k)=1-—a

—k < f(emp <k : Der Stichprobenmittelwerﬁemp befindet sich
in dem geviahlten Vertrauensbereich ¢ «),
d.h. die Informationen reichen nicht aus, um
die Nullhypothese zu verwerfen.

\f(emp| >k . Der Stichprobenmittelwerfemp befindet sich
im Bereich der ge@hlten Irrtumswahrschein-
lichkeit, d.h. es besteht nur noch eine Wahr-
scheinlichkeit von «, dal3 der Xemp-Wert
grol3er als der Rfwert ist und somit,, falsch-
licherweise verworfen wird.Nicht: H, wird
angenommen.)

Beispiel: Die beiden Sympathieskalometervariablendie CDU bzw. Straul? aus
dem vorhergehenden Kapitel ergeben in der Berechnung des empiri-
schen Stichprobenmittelwertes,,:

~ X —pu X -0
Xemp - o - s
Vn NG
~ 0.968
XU = ysos = [AT4
v/500
~ 424
XStrauss — 0 = 92932

emp

w
[N}

3
50

Ol

Wird ein Signifikanzniveau vomr = 5% angenommen, so liegt der
kritische Tabellenwert bei 1.96 (1 — « = 0.95), d.h. die berechneten
Werte befinden sich beide aul3erhalb des Vertrauensbereich&/yon
und sind somit auf diesem Niveau signifikant. Ein Signifikanzniveau
vona = 0.1% (1 — a = 0.999) dagegen \irde zu einem kritischen
Wert k£ von 3.3 fuhren mit der Konsequenz, da&s%“““ dann nicht
mehr signifikant vaire. Die aus der unterschiedlichen Homogarer
beiden Variablen resultierenden Unterschieigledie Berechnung von
Xemp wirken sich somit auch auf die Signifikanz aus.
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Aus der Berechnungsformelirf Xemp ergibt sich ebenso eine
Abhangigkeit der Signifikanz von der Stichprobedigen. So fuhrt ei-
ne Berechnung auf der Basis ven= 1534 zu X¢PY = 16.29 bzw.

emp

XStrauss _ 5 95 ynd damit zu einer Signifikanz aubherem Niveau.

emp

4.3 Die Berechnung von Konfidenzintervallen

Fur den Stichprobenmittelwert als standardnormalverteilte Zufallsvariable gilt:

P-k<FE<p=1-a

/n

Erlauterung: Die Wahrscheinlichkeit, da3 der Wert der Zufallsvariablen sich
zwischen den durch und —£ definierten Intervallgrenzen befin-
det, betagtl — a.

Die IntervallgibR3e und ihre jeweils zugéhigen Vertrauens- (Konfidenz-) Wahr-
scheinlichkeiten liegen dabei tabelliert vor (z.B. in [Kreyszig 1979, S. 423-424]).

Bemerkung: Wahrend1 — « die Vertrauenswahrscheinlichkeit festlegt, be-
zeichneta die Irrtumswahrscheinlichkeit (oder auch Signifikanz-
niveau), d.h. den Fehler, den ein Anwender bei @elten Inter-
vallgrenzen bereit ist zu akzeptieren (zdB= 0.05 (5%)).

Mit Hilfe einiger Umformungendlt sich das Konfidenzintervallif den Mittel-
wert der Grundgesamthegitbestimmen:

%
P(—k\‘/’ﬁgf—ugk;ﬁ) - 1-a
P(—a‘:—k\jﬁﬁ—ué—f+k;ﬁ) — 1-a
P(erk:\;_ZMZm—k\jﬁ) - 1-a
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Damit liegty im Intervall

7 — ds, T+ dyg), mit dy = k\;ﬁ — k SE(7)

Das heildt, daf’ sich bei bekannter Varianz der Grundgesamtheit (bzw. bei Ver-
wendung einer Stichprobenvarianz (z.B. aus einem \ortest) alat&eért),
gewunschter Genauigkeit und akzeptierter Irrtumswahrscheinlichkeit efitigen

ter Stichprobenumfang exakt vorausberechia. |

Beispiel: Bei einer angenomenen Irrtumswahrscheinlichkeit $6h(— & =
1.96) ergeben sich bémlich der beiden Sympathieskalometervariablen

folgende Werteiir d;:
2.84
dSPY = 1.96 % 0 o
V500
234
dgtrauss — 196*£ = (.28
V500

Wie erwartet, ergibt sichiir die CDU-Sympathie aufgrund derdfge-

ren Homogenit ein geringerer Wert, d.h. das resultierende Vertrau-
ensintervall um den wahren Mittelwert der Grundgesamtheit ist kleiner
(0.5) als das r die Strauf3-Sympathi®.66).

Die — hier nachtaglich durchgdihrten — Berechnungeirif die not-
wendigen Stichprobenur@hge ¢ = 1.96, 0 = 2.896/3.234) ergeben
bei einer lbheren Genauigkeit (z.B; = 0.2):

= (k—)2
n (k)
2.896
nepy = (1.96 % 53 )2~ 806
3.234
NStrauss = (196* 0.2 )2 ~ 1005

Die gewinschte Verkleinerung des Vertrauensintervaditdnalso eine
erheblich Erlshung des Stichprobenumfanges notwendig gemacht.
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4.4 Parametersclitzungen aus geschichteten Stich-
proben

4.4.1 Sclatzung des Mittelwerts

Der Standardfehler der Satzung des Mittelwerts ist von der Varianz des Merk-
mals und vom Stichprobenumfang a@nlgig; daher wird bei Merkmalen groRRer
Varianz eine groR3e Stichprobe erforderlich, um den Mittelwert hinreichend ge-
nau zu schtzen. Wenn es gelingt, eifchichtungsmerkmalu finden, das die
Grundgesamtheit in mehrere in sich biglich des Untersuchungsmerkmals ziem-
lich homogene, aber untereinander sehr verschiedene Schislrata)(zerlegt,

so genigt eine kleinere Stichprobe bereits den bestehenden Genauigkeitsanfor-
derungen, und zwar um so eher, j@ler das Schichtungsmerkmal mit dem Un-
tersuchungsmerkmal korreliert ist, was gleichbedeutend damit ist, daf} sich die
Mittelwerte des Untersuchungsmerkmals in den einzelnen Schichten sehr stark
voneinander unterscheiden. Hinzu kann kommen, daf3 in den einzelnen Schichten
die Erhebungskosten je Untersuchungseinheit unterschiedlich sind. In diesem Fall
wird versucht, den Standardfehler der &ung bei konstanten Kosten durch ge-
eignete Wahl schichtspezifischer Auswaitte zu minimieren. Folgende Schich-
tungsverfahren sind zu unterscheiden:

e Proportionale Schichtung:
Aus jeder Schicht wird ein fester Antefl, = ;‘,—J] = f in die Stichprobe

aufgenommen.

e Minimum-Varianz-Schichtung:
Aus jeder Schicht wird ein variabler Antefi] = ;L; in die Stichprobe aufge-
nommen, dief; werden so ge@hlt, daf? der Standardfehler der Stdung
minimal wird.

e Optimale Schichtung:
Aus jeder Schicht wird ein variabler Antgf] = 3£ in die Stichprobe aufge-
nommen; dief; werden so ge@hlt, dafd der Standardfehler der Stdung
bei vorgegebenen Erhebungskosten minimal wird.
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Der mittlere Fall ist ein Spezialfall des letzteren, dort sind die Erhebungskosten
schichtunabéngig. Auch der erste Fall ist ein Spezialfall der beiden anderen: dort
sind auRerdem die Varianzen schichturéiig. Schliellich ist auch die einfache
Zufallsauswahl ein “Spezialfall” aller komplizierteren Verfahren: dort sind auch
noch die Schichtenmittelwerte gleich (Schichtungs- und Untersuchungsmerkmal
sind nicht miteinander korreliert).

Fur die weiteren Ableitungen in diesem Kapitel werden die nachstehenden Be-
zeichnungen verwendet:

N; : Anzahl der Untersuchungseinheiten in ggen Schicht der Grundge-
samtheit

N :Anzahl der Untersuchungseinheiten in der Grundgesamtheit

n; : Anzahl der Untersuchungseinheiten in gdeen Schicht der Stichpro-
be

n :Anzahl der Untersuchungseinheiten in der Stichprobe

cj . Erhebungskosten je Untersuchungseinheit in gégn Schicht der
Grundgesamtheit

Tj; . Merkmalswert dei-ten Untersuchungseinheit in dgten Schicht

1 :  Mittelwert der Grundgesamtheit

1 . Mittelwert in derj-ten Schicht der Grundgesamtheit

i, it; . entsprechende Satzwerte aus der Stichprobe

o . Standardabweichung der Grundgesamtheit

aj, 0]2- :  Standardabweichung bzw. Varianz in geten Schicht der Grundge-
samtheit

E(-) : Erwartungswert einer Stichprobenatrung

Damit gilt

=
I
=

™

(]

Gesucht und zu minimieren ist
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1 .Z 13
= E(5 D0 Ni(—> w5 — )
N j=1 Ji=1
=S,
1 J )
= B NS
]:
1
— ﬁEWfS% + 2N1NpS1 8o + ... + N353)
wobei
2 a2 2 N 2 2‘72'
E<Nij> = NjE<(Mj_Mj)>:Nj#
]
E(N;NS;Sk) = N;NpE((f1; — ) (fix — px)) = 0
so dal3
2 1 / 2 2
E{(j — = —E N2
(=) = PN
J N20.2
_ J
a ZNTL

=1

.
<.

Fur J = 1 ergibt sich spezielb E'[ji] = % Von den in dieser Gleichung vorkom-

menden Termen sind dig; frei wahlbar bei fixierten Kosten = >°7_, ¢;n;. Es
gilt also, E((it — 11)*) in Abhangigkeit von allem; unter Beachtung der Neben-
bedingung: = >>7_, ¢;n; = const. zu minimieren:

J, N2g2
H(nl,...,nj,...,nJ)—ZNQ — C—chnj

Die zugeldrigen Ableitungen nach; lauten:

oH _ Nja} -1

= —5 + A¢j
8TL]’ N2 ] J
Diese sind) fur
2
(o
n? = N?2_J
]N?Cj
nj _ ]_ NjO'j
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Nun gilt aber

J NUJ

Yon; = Z =
j=1

b n
NV s, ”3

so dal’ sich schliellich ergibt:

n NjO’j
n] - J N'O’j '
Lz g
N;oi/ /G

j:l(Njaj/\/C—j)

Dies ist die Formeliir die Teilstichprobenundihge bei der optimalen Satzung.
Bei schichtunabfingigen Kostend; = const.) ergibt sichifr die Minimum-
Varianz-Schichtung

und bei schichtunatimgiger Varianz4£; = const.) fir die proportionale Schich-
tung
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4.4.2 Sclatzung der Varianz

Die Varianz der Grundgesamtheit ergibt sich \itdich aus der Summe der qua-
drierten Abweichungen der Merkmalswerte aller Untersuchungseinheiten vom
gemeinsamen Mittelwert nach Division durch die Anzahl der Untersuchungsein-
heiten der Grundgesamtheit; hier wird diese Summe lediglich Schiic&dhicht
gebildet:

Durch die folgenden Umformungen ergibt sich

(i =y + 115 = 1)°]
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IZE

<
I

—_
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I

—
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0 S ) 2 = 1)~ )+ (i =

= ]1];[ _jl(le- — 1)* + 21y — ) Z_j;(mji — 1) 4+ N, (pj — p)?]
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Schliel3lich kann die Varianz der Grundgesamtheit dargestellt werden als Sum-
me der mit den Schichtenudrigen gewichteten schichtinternen Varianzen und
der ebenfalls mit den Schichtenuinigen gewichteten quadrierten Abweichungen
der Schichtenmittelwerte vom Gesamtmittelwert. Die beiden Summanden werden
auch als “Varianz innerhalb der Schichten” und “Varianz zwischen den Schichten”
bezeichnet.

Wie bei einfachen Zufallsstichproben ist auch bei geschichteten die Varianz der
Stichprobe kein erwartungstreuer &tter fir die Varianz der Grundgesamtheit.
Zunachst wird die Varianz der Stichprobe als durch die Stichprémgd divi-

dierte Summe der angemessen gewichteten quadrierten Abweichungen der Merk-
malswerte der Untersuchungseinheiten vom Stichprobenmittelwert (letzterer ist
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ein erwartungstreuer Satrer) ermittelt:

1Y Nn
2 _ = . 2
‘- AR
j=1li=
1 ! NJ & ~ ~\12
= Ty — (,U'_/L)]
NZ ]; J J
1 J N] ~ N2 N N e A~ A~ ~A\2
= NZn Z%z‘—ﬂj) + 2015 — 1) Y (50 — fi5) + nj(f; — )]

Joi=1 =1

Dies ist aufgrund der gleichedberlegungen wie zuvor wieder die Summe aus
“Varianz innerhalb der Schichten” und “Varianz zwischen den Schichten”:

1 L., 12
= Y N+ =Y N (
NJZ; ]s]+sz_j1 i

Hiervon ist nun der Erwartungswert zu nehmen.

J
B) = & S NB() + 5 3 NB (G — )
Bl = 3 Mot &5 N, - i)

Der zweite Summand der letzten Gleichung wird umgeformt:

;fz_: N E((ji; — Z N;E((( = 1) = (i = 1) + (mj = w)]?)

J=1

Die Summe in eckigen Klammern ist zu quadrieren, ihr Erwartungswert ist zu
bilden, und schlief3lich igiberj zu summieren. Beim Quadrieren der Summe in
eckigen Klammern entstehen drei quadratische Terme und drei gemischte Terme,
und zwar die letzteren wie folgt:

1 1
B(— S Ny — )i — ) = E{(i—pm)— > Nyt
<Nj:1 iy = 1) (i — ) Wy 2 N

= E{(f—n)?)

denn
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Die beiden anderen gemischten Terme verschwinden bei Erwartungswert- und
Summenbildung:

B XN )i =) = B ) 37 3 Nty =) =
E<]1/§_:Ng(u 1) (15 — ) = ;ENJ(ILJ—M)EI(M 1)) =0

Zusammenfassendlt sich der zweite Summand (s. Vorseite) nun folgenderma-
3en schreiben:
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Die beiden ersten Summanden der rechten Gleichungsseite ergeben zussggmmen
(siehe Seite 60); im dritten Summanden wirfldurch seinen erwartungstreuen
Schatzer ersetzt:

E{s*) =0 _72 1E<53>)

1”]

Hieraus folgt als erwartungstreue &trung tir die Varianz in der Grundgesamt-
heit:

5t =s —|——Z 52

15
an 1

Fur J = 1 ergibt sich speziell:
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Kapitel 5

Bivariate Datenanalyse

5.1 Bivariate Haufigkeitsverteilungen

Im Rahmen der bivariaten Datenanalyse wird der Zusammenhang zwischen je
zwei Variablen (= Spalten in der Datenmatrix) untersucht. Allgemaist kich

der Begriff Zusammenhanigier im Sinne eineBeeinflussunger Merkmalswer-

te beider Variablen interpretieren, wobei es insbesondergtarke undRichtung
dieser Beeinflussung geht. Analog zur univariaten Datenanalyse bildet die empiri-
sche Hufigkeitsverteilung von zwei Variablen die Grundlagedie Bestimmung

von bivariaten Zusammenhangsmalf3en, die sich nach unterschiedlichen Kriterien
charakterisieren lassen:

1. Skalenniveau
Entsprechend dem zugrunde liegenden Skalenniveau der beiden untersuch-
ten Variablen wird (auch begrifflich) unterschieden zwischen:

¢ Kontingenzkoeffizienten (nominal)
e Assoziationskoeffizienten (ordinal)

¢ Korrelationskoeffizienten (metrisch)

Zusatzlich gibt es Zusammenhangsmalie aiictzdvei Variablen mit unter-
schiedlichen Skalenniveaus (z.B. nominal/metrisch).
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2. Richtung

e symmetrisch
Das Zusammenhangsmalf} bezeichnet einen allgemeinen Zusammen-
hang zwischen beiden Variablen, ohne Bevorzugung einer bestimmten
Richtung.

e asymmetrisch

Das Zusammenhangsmal gilt nur in einer bestimmten Wirkungsrich-
tung, d.h. es gibt eine unabhgige und eine aldimgige Variable.

3. Wertebereich

0 (=kein Zusammenhang) — 1 (=perfekter Zusammenhang)
—1 (=negativer Zusammenhang) +1 (=positiver Zusammenhang)

Grundlage fir die Berechnung von Zusammenhangsmallembéminal- bzw.
ordinalskalierte Variablen ist dikreuztabelle als gemeinsame &ufigkeitsver-
teilung zweier Variablen:

* SPSS-Aufruf: CROSSTABS /TABLES V334 BY V202.
V334 GESCHLECHT by V202 BTW:ZWEITSTIMME

V202
Count |CDU SPD FDP Gruene NPD Sonst. Row
| 121 2 1] 3| 4 ] 5| 6 ] 9 | Tota
V334 + + + + + + + +
1 | 8 | 99 | 14 | 24 | 11 2 | 9 | 238
maennlich | | | [ | | | | 485
+ + + + + + + +
2 | 9 |116 | 11 | 18 | | 2 | 10 | 253
weiblich | [ | | | | | | 515
+ + + + + + + +
Column 185 215 25 42 1 4 19 491
Total 37.7 43.8 5.1 8.6 2 .8 3.9 100.0

Allgemein a3t sich eine Kreuztabelle wie folgt darstellen:

Variable x
Ty ... Ty wnn Te
U1 hll ‘e hlj Ve hlc hl.
Variable Y vy hy ... hij v hie | e
Uo | Bt oo By o B | By
et . hej .. he| N
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mit:

Zj, Yi . Merkmalsklassen der Variablen x und y

hij : Anzahl der Untersuchungseinheiten, dieichzeitigin der Variable
x den Merkmalswert; und in der Variable y den Merkmalsweyt
haben

hie,he; : Anzahlder Untersuchungseinheiten, die in der Variable y den Merk-

malswerty, bzw. in der Variable x den Merkmalswest; haben
(Randfaufigkeiten, Randauahlungen

N :  Anzahl der Untersuchungseinheiten

Anzahl der Merkmalsklassetfiif die Variable x ¢ = columns= An-

zahl der Spalten)

r : Anzahl der Merkmalsklasseiif die Variable y { = rows= Anzahl
der Zeilen)

o

5.2 Zusammenhangsmalde zwischen zwei nominals-
kalierten Variablen

5.2.1 MafRzahlen auf der Basis vory?

Die in einer Kreuztabelle dargestellte empirische Verteilung der Untersuchungs-
einheiten beiglich zweier Variablen en#it auch den zu ermittelnden Zusam-
menhang zwischen diesen beiden Variablen. Grundlageié Berechnung des
x2-MaRes ist dabei die Ermittlung einer weiteren Kreuztabelle unter der Annah-
me, dal} es keinen Zusammenhang dibdifferenztabelle Eine solche Indiffe-
renztabelle wird allgemein wie folgt berechnet:

Sei P(z;,y;) die Wahrscheinlichkeit daf, dafl? eine Untersuchungseinheit sich

in der Kategorier; (der Variablen x) und gleichzeitig in der Kategogge (der
Variablen y) befindet. Unter der Annahme, dal3 zwischen beiden Ereignissen kein
Zusammenhang besteht, d.h. dal3 beide Ereignisse angighvoneinander sind,

gilt:

P(zj,y;) = Plz;) P(y:)
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hio h/o]

Somit sind die erwarteten Zellenbesetzungen in der Indifferenztabelle das Produkt

der jeweiligen Randverteilungen, dividiert durch die Anzahl der Untersuchungs-
einheiten.

Aus obigem Beispiel resultiert danach folgende Indifferenztabelle, wobei jeweils
auf ganze Zahlen auf- bzw. abgerundet wurde:

Geschlecht Zweitstimme (BTW 1987)
CDU SPD FDP Gine NPD Sonst.
mannlich 90 104 12 20 0 2 9237
weiblich 95 111 13 22 1 2 10254
185 215 25 42 1 4 19491
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mit:
By = 2384;1185 — oy = 2534;1185 _ o5
;le _ 2384;1215 ~ 104, ilzz _ 2511;1215 1
ing _ 23i9*125 _ 1 %3 _ 2529*125 _ 13
}314 _ 2329*142 _— }324 _ 25i9*142 _ 99
ing, _ 2?1189>I 1 _ o, ]}25 _ 25439>; 1 _
/317 _ 23i9*119 _ 9, 527 _ 25i9*119 _ 10

Chi-Quadrat ( x?)

Skalenniveau: nominal

69

Definition: Der Wert vony? ergibt sich dadurch, daf die (quadrierten) Diffe-
renzen zwischen den erwarteten und den empirisclérigkei-
ten addiert werden, d.h. Zusammenhang wird hier definiert als der
Unterschied zwischen der tatshlich festgestellten &ufigkeits-
verteilung und einer angenommenen uréaigfigen Verteilung.

Berechnung:

c r (hlj A”)2

XQZZ ij

ij

>

j=1li=1

Bemerkung: Einige unginstige Eigenschaften voy? haben zur Entwicklung

von Varianten gefhrt:

1. \? ist proportional ab&ngig von der Anzahl der Untersu-
chungseinheiten, d.ly? wachst oder verringert sich mit der
Grol3e der Stichprobe, auch wenn der Grad der Kontingenz

gleich bleibt.
Beispiel:
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24|16 | 40
16 | 24| 40 = \*=3.2
40 40| 80

48 | 32| 80
32148| 80 = x*=6.4

80 80| 160
2
/X
w., b=
bz N

— Phi-Koeffizientb?:
. Wahrend das Minimum vor? gleich 0 ist, liegt das Ma-
ximum bei N, in Abhangigkeit von der Anzahl der Zellen,
d.h. von der Anzahl der Merkmalsauagungen der beiden
Variablen. Hierdurch wird ein Vergleich zwischen Kreuz-
tabellen unterschiedlicher GiRe erschwert. Diese Eigen-
schaft gilt ebensdir die MalRzahib?, die lediglich fir 2 x 2-
Tabellen eine Obergrenze von 1 erreichen kann:

o2 =

Z]=%

Beispiel:

200 0 | 20 10| 10| 20
0 20|20 bzw. 10| 10| 20
20 20| 40 20 20| 40

Der Zusammenhang in obigem Beispiel ist maximal, da
zwei Diagonalzellen unbesetzt sind.

Zusammen mit der zugéhigen Indifferenztabelle ergibt
sich fur x2 und ®2:
10)? 10)? —10)? —10)?
2 _ (0740024 (104 (<10
10
40
40

P2 = 1

— CramersV/?:

V2 _ X2

~ N -min(r —1,c—1)

Gegeriiber ®? zeichnet sich/? dadurch aus, daR aucbrf
beliebige Kreuztabellen das Maximum gleich 1 ist.
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Eine weiterealtere MaRzahl auf der Basis vaf ist der vonPearsorentwickelte

KontingenzkoeffizienC' mit
2
X
C =
\x*+ N

Der Hauptnachteil dieses Koeffizienten liegt darin, dal3 er ein unter 1 liegen-
des, von der Zeilen- und Spaltenanzahl édiges Maximum hat, dessen kon-
kreter Wert sich jeweils nurif quadratische Kreuztabellen ermittelifit (vgl.
Anhang A.4):

r—1
r

Cmaz =

= 2x2 : Che =0.707
3x3 : Chae =0.816
4x4 + Chae =0.866
5x5 1 Chae = 0.894

Fur den Vergleich auch unterschiedlich grol3er, quadratischer Kreuztabellen ist
daher eine Korrektur vo&' notwendig:

Ckow‘ =

C’ITL(I$

5.2.2 Der Signifikanztest vony?

Analog zu der in Kapitel 4.2 beschriebenen Vorgehensweise bei einem Hypothe-
sentest soll die Signifikanz dag-Wertes aus einer Stichprobirfdie Grundge-
samtheitiberpiift werden.

Frage: Ist der durch den2-Wert beschriebene Zusammenhang zwischen zwei
Variablen auchiir die Grundgesamtheit signifikant, oder liegt das Ergeb-
nis im Bereich der Zufallsschwankungen?

1. Schritt: Hypothesenformulierung
HO : X2 =0
HA . X2 7& 0
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2. Schritt:

3. Schritt:

4. Schritt:

5. Schritt:

6. Schritt:

Kapitel 5. Bivariate Datenanalyse

Bestimmung der Rifverteilung

Bei den Erhuterungen zur Normalverteilung und zum zentralen
Grenzwertsatz (Kapitel 3.4) wurde festgestellt, dal3 die Mittelwerte
von Stichproben aus einer Grundgesamtheit sich&feminer Stan-
dardnormalverteilung um den Mittelwert verteilen. Die Existenz ei-
ner bekannten Verteilungif eine Zufallsvariable erlaubt dann den
Hypothesentest auf der Basis lediglich einer Realisierung der Zufalls-
variablen. Analog daziaRt sichy? als eine Zufallsvariable auffassen,
die ebenfalls einer charakteristischen, gleichnamigen Verteilung ent-
spricht (vgl. Anhang A.3).

Bestimmung des Freiheitsgrads

Wie aus dery2-Verteilung ersichtlich, &ngt der Kurvenverlauf je-
weils von der Anzahl der Freiheitsgrade (df=degrees of freedom)
ab. Grundatzlich ermittelt sich die Anzahl der Freiheitsgrade >
durch die Zellenzahl in der Kreuztabelle X ¢). Da fur die Berech-
nung der Hwufigkeiten in der Indifferenztabelléig) alle Randkufig-
keiten mit eingehen, verringern sich die Freiheitsgrade entsprechend:

df = (c—1) (r—1)

Bestimmung des Signifikanzniveaus

Ermittlung des theoretischen Verteilungswertesd Berechnung des
empirischen Verteilungswertes,

Die x2-Verteilung liegt tabelliert vor, so daR in ABhgigkeit vom
Freiheitsgrad und dem gébhlten Signifikanzniveau der “kritische”
Wert k& ermittelt werden kann. Der empirische Verteilungswert be-
rechnet sich nach

X2 c r —h)
emp Jj=1i=1 h

Entscheidungiber die Ablehnung voi#/,

Im Gegensatz zum Mittelwerttest mit Hilfe der Normalverteilung wer-
den Tests auf Signifikanz vog? nur einseitig durchgéhrt, da es kei-
ne negativen Wertdif x? gibt. Somit gilt folgende Beziehung:

P(X*<k)=1-a
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Xemp < k1 Der empirischey*-Wert befindet sich in dem gel-
ten Vertrauensbereich ¢ «), d.h. die Informationen
reichen nicht aus, um die Nullhypothese zu verwerfen.

Xemp >k : Der empirischey®>-Wert befindet sich im Bereich der
gewahlten Irrtumswahrscheinlichkeit, d.h. es besteht
nur noch eine Wahrscheinlichkeit vam, daB x?,,,
groRRer als der Rifwert ist und somitH, falschlicher-
weise verworfen wird.

Bemerkungen:

¢ Als wesentliche Voraussetzungrfdie Anwendung deg?-Tests wird eine
Haufigkeit von mindestens 5 Untersuchungseinheiten in den Zellen der In-
differenztabelle genannt. Der Grund hiarfiegt darin, da® aufgrund der
Berechnungsformelif y? bei geringenﬁij der jeweilige Summand grof3
und somit der Wertifr x? kiinstlich angehoben wird. Der Grenzwert 5 ist
nicht theoretisch begndet und ebenso ein (umstrittener) Erfahrungswert
wie die MaRgabe, nach der ejd-Test bei mehr al80% aller Zellen mit ei-
ner Haufigkeit kleiner als 5 nicht mehr verwendet werden sollte. Die Anzahl
der Zellen, die diese Zahl unterschreiten, wird von SPSS gesondert ausgege-
ben (vgl. Kapitel 5.2.4). Als MalRnahmeirfdiesen Fall sind das (inhaltlich
begiindbare) Zusammenlegen von benachbarten Zellen (SRISSODE
oder die Anwendung alternativer Tests (z.B. Fisher-Testjlroh.

e Bei der Verwendung statistischer Analysesysteme (z.B. SPSS/PCaljtentf
die Notwendigkeit, den Schwellenwedrtaus Tabellen zu ermitteln; es wird
eine Irrtumswahrscheinlichkeit berechnet, die direkt mit dem vom Benutzer
festgelegten Wer verglichen werden kann. So ergibt sidlr flie Kreuz-
tabelle zwischen der Zweitstimme und dem Geschlecht bei eifewert
von 3.42377 eine Signifikanz vort).75408 (SIGNIFICANCE = 0.75408),

d.h. die berechnete Irrtumswahrscheinlichkeit liegtidegr 75%.
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5.2.3 Das Modell der proportionalen Fehlerreduktion (PRE)

Die Grundidee dieses Modellgjrfdas es Zusammenhangsmalfie auf allen Ska-
lierungsebenen gibt, besteht darin, den Zusammenhang zwischen zwei Variablen
durch das Ausmalf zu definieren, mit dem die Vorhersage einer Variablen y auf-
grund der Kenntnis einer anderen Variablen x verbessert wird. Die berechnete
Maf3zahl diickt dann aus, um wieviel sich der Fehler bei der Vorhersage ei-
ner (ablangigen) Variablen y reduziert, wenn die Informatioridrer eine (un-
abhangige) Variable x bércksichtigt werden.

Die im folgenden am Beispiel des Zusammenhangsmal3es Lampdiar zwei
nominalskalierte Variablen demonstrierte, typische Vorgehensweise bei der Be-
rechnung eines PRE(=proportional reduction of error)-Mal3es ist ebenso auf Va-
riablen foheren Skalenniveaiigertragbar.

Lambda ()\)

Skalenniveau:nominal
Berechnung: Die Berechnung von laidt sich in drei Schritte aufteilen:

1. Vorhersage von ghneBerucksichtigung der Informationen
tber x und Ermittlung des Vorhersagefehléks
Fur eine ndglichst gute Vorhersageiif welche Merkmals-
klasse sich eine Untersuchungseinheit entschieden hat, ist
der Modush der beste Scitzer, da diese Klasse diedfte
Haufigkeit entlt. Der daraus resultierende Stkfehler er-
gibt sich dann zu

Ey = N —max(h;e)

mit:
N :  Anzahl der Untersuchungseinheiten
max(h,) : Anzahl der Untersuchungseinheiten in der

modalen Kategorie der Zeilenvariablen y

d.h. in N — max(h;,) Fallen erweist sich die Vorhersage
als Irrtum, wenn die Modalkategorie gahlt wurde. Bezo-
gen auf eine konkrete Kreuztabelle istx(h;,) die giofdte
Randfaufigkeit aller Merkmalsklassen von y.

2. Vorhersage von ynit Berticksichtigung der Informationen
uber x und Ermittlung des Vorhersagefehléks
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Die zustzlichen Informationen bestehen darin, daf3 neben
der Haufigkeitsverteilung auf die Merkmalsklassen von y
auch die Verteilung bémlich x bekannt ist. Der beste
Schatzer ist daher nicht der allgemeine Modus von y, son-
dern der Modus, der sich jeweilsif y bezogen aufjede
Merkmalsklasse von x festlegealdt. Der daraus resultieren-
de Sclatzfehler ergibt sich dann zu

c

by = Z(h.j — max(h;;))

J=1

mit:

Dej . Anzahl der Untersuchungseinheiten gden
Spalte

max(h;;) : maximale Hufigkeit in derj-ten Spalte

3. Berechnung einer Mal3zakl, um wieviel bei Kenntnis von
x die Vorhersage verbessert (d.h. der Vorhersagefehler redu-
ziert) wird. Der Index- bedeutet dabei, dal in der Kreuzta-
belle die Zeilenvariable als abhgig und die Spaltenvariable
als unabingig betrachtet wird:

Ey — Ey

A =
Ey

N — max(hg) — é(h.j — max(h;;))

N — max(hye)

N = max(hia) = (N = > max(hs;))

Jj=1

N — max(he)
; max(h;;) — max(hie)
- N — max(h;e)

Analog laft sich @ir den umgekehrten Fall, dal’ die Zeilen-
variable unab&ngig und die Spaltenvariable a@biygig ist,\.
berechnen:
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Fur ein symmetrisches Zusammenhangsmhaéxistiert fol-
gende kombinierte Berechnungsformel:

Ae = A
> max(h;) — > max(hs;)
=) i—1

2_N — max(h) : max(he;)
~ max(hz) + max(ha;)
2N — max(hje) — max(ha;)

Bemerkung: Eigenschaften von, A\, A.:

Beispiel:

e ) ist ein symmetrisches Mal3,akrend), und \. asymme-
trisch sind, d.h. aldngig von der Kausalrichtung.

e Der Wertebereich liegt zwischen 0 und 1 ur@dt sich als
prozentuale Reduzierurtes Vorhersagefehlers von y durch
die Kenntnis von x interpretieren (z.B.= 0.8 — die Feh-
lerreduktion betigt 80%).

Ao =0 : Dieunabkngige Variable leistet keinen Beitrag
zur Vorhersage der aBhgigen, d.h. es gibt kei-
nen Zusammenhang.

Me.=1 : Die abléngige Variable kann zu 100% durch
die unablngige vorausgesagt werden, d.h. es
besteht ein maximaler Zusammenhang.

Ausgehend von der Hypothese, dal3 das Geschlecht eines Befrag-
ten dessen Wahlabsichirfdie Zweitstimme bei der Bundestags-
wahl beeinfluf3t,a3t sich mit Hilfe der Kreuztabelle auf Seite 66
ein Wert {ir A berechnen, der eine Hypothe&éerpiifung auf-
grund der vorliegenden Daten erlaubt. Dabei wird das Geschlecht
als unabkngige und die Wahlabsicht als &lrigige Variable be-
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trachtet.

Die Hinzunahme der Verteilung der Variable Geschlecht hat die

Ey

Es

N — max(h;e)
491 — 215
276

c

> (hej — max(hy;))

j=1
(238 — 99) + (253 — 116)
276

B, — Ey
Ey

276 — 276
276

0

Vorhersage der Wahlabsicht nicht verbessert, da diéidsich-
tigung der geschlechtsspezifischeaufigkeitsmaxima zum glei-

chen Vorhersagefehleilfirt wie die Verwendung des Maximums
fur die Wahlabsicht allein (vgl. auch Kapitel 5.2.4). Somit wird
die Ausgangshypothese aufgrund der vorliegenden Daten nicht

gestitzt.
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5.2.4 Zusammenfassung

Durch den SPSS-BefenlCROSSTABS /TABLES V334 BY V202 /STA-
TISTICS CHISQ PHI CC LAMBDAwird neben der Kreuztabelle, die auf
Seite 66 angegeben ist, eine Auswahl von statistischen Mal3zahlen berechnet und
ausgegeben:

Chi-Square Value DF Significance
Pearson 3.42377 6 .75408
Likelihood Ratio 3.81210 6 .70209
Mantel-Haenszel test for .30106 1 .58322

linear association

Minimum Expected Frequency - .485
Cells with Expected Frequency < 5 - 4 OF 14 ( 28.6%)
Approximate
Statistic Value ASE1 T-value  Significance
Phi .08350 .75408 *1
Cramer's V .08350 .75408 *1
Contingency Coefficient .08322 .75408 *1
Lambda :
symmetric .01946 .01631 1.18018
with V334 dependent  .04202 .03490 1.18018
with V202 dependent .00000 .00000
Goodman & Kruskal Tau :
with V334 dependent  .00697 .00621 .75500 *2
with V202 dependent  .00114 .00167 .76530 *2

*1 Pearson chi-square probability
*2 Based on chi-square approximation

Number of Missing Observations: 9

In dem Beispiel liegt tir eineny?-Wert von 3.42377 die Signifikanz bei 75%,

d.h. beim Verwerfen der Nullhypothese, dal3 es keinen Zusammenhang zwischen
V202 und V334 gibt, akzeptiert der Anwender eine Irrtumswahrscheinlichkeit von
75%. Die aufy?-basierten Kennzahlen Phi, Cramer’s V sowie der Kontingenzko-
effizient weisenifir die Stichprobe alle einen sehr geringen Wert aus. Da aath
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PRE-Malf lediglich einen Wert von 0.01946 (=1.9%) berechnet, kann davon aus-
gegangen werden, daf3 die vorliegenden Daten keinen Zusammenhang zwischen
der Zweitstimmenabgabe und dem Geschlecht belegen.

Die Angabe, dal? 4 von 14 Zellen deatfigkeitstabelle auf Seite 66 eine erwarte-
tete Haufigkeit kleiner 5 haben, weist daraufhin, daR der Wark? nicht korrekt
berechnet wurde. Esiwde sich daher in diesem Fall anbieten, die Kategorien 5
(NPD), 6 (Sonst.) und 7 (keine Angaben) bei der Zweitstimmenabgabe — ohne
wesentlichen Informationsverlust — zu einer Kategorie zusammenzufassen und
die auf dieser Basis berechneten Kennzahlen mit den vorliegenden zu vergleichen.
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5.3 Zusammenhangsmalle zwischen zwei ordinals-
kalierten Variablen

5.3.1 Das Prinzip der Paarvergleiche

Im Unterschied zu nominalskalierten Variablen besteht zwischen den Kategori-
en einer ordinalskalierten Variablen eine Rangordnung.d@msé&n nun Verglei-

che datiber angestellt werden, wie sich jeweils zwei Untersuchungseinheiten
beZiglich der Merkmalswerte zweier Variablen unterscheiden.

Beispiel:

Gegeben: Seix die Meinung zu den Gewerkschaften allgemein (sehr schlecht,
..., sehr gut) und, der Schulabschlul? des Befragten (Hauptschule
ohne Lehre, ..., Hochschule mit Abschluf3).

Frage:  Wenn eine Untersuchungseinheit einen toheren (niedrigeren)
Schulabschluf? hat als eine UntersuchungseinBeltesitzt sie dann
auch eine bhere (niedrigere) Meinung von den Gewerkschaften, d.h.
gilt
(xa>xpAya>yp)V (xa <z Aysa <yp)

Die Grofse des Anteils von diesen (higkonkordanteh Paaren von Untersu-
chungseinheiten an allendglichen Paaren wird dabeirfdie Beschreibung eines
Zusammenhangs zwischen zwei Variablen verwendet. Neben den obengenannten
konkordanten Paaren gibt es eine Reihe weiterer Klassen von Paaren, die sich
aus den Merkmalswerten zweier Variablen ermitteln lassen. Die bivariaten Zu-
sammenhangsmaligrfordinalskalierte Variablen beruhen letztendlich darauf, die
Haufigkeiten @ir die unterschiedlichen Paartypen untereinander in Beziehung zu
setzen.

Entsprechend den @glichen Paarvergleichen sind insgesaiffKlassen von
Paaren zu unterscheiden:

Seien(z;, v;), (z;,y;) die Merkmalswerte zweier Untersuchungseinheitend j
(1 # 7) beziglich der zwei Variablen x und y. Dann gilt:

C={(i,yi), (xj,y5) | (v > x5 Ny > y5) V(2 <25 ANy < ;) )

ist die Menge allekonkordanten Paate
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D = {(2i, y), (5,95) | (2 > 25 ANy <y;) V(20 <25 Ny > y5)}

ist die Menge allediskordanten Paare

Te = {(xi, vi), (v5,95) | (v =25 Ny <yy) V(2 =25 ANy > y5) }

ist die Menge allemit gleichen x verbundenen (“tied”) Paare

Ty = {(wi,9:), (x5, 95) | (@i > 25 ANy = y5) V(2 < 25 Ays = y5)}

ist die Menge allemit gleichen y verbundenen Paarad

Toy = {(2s,9:), (x5,9;) | (i = 25 Ny = y5) }

ist die Menge allegleichen Paare

Insgesamt lassen sich aNsUntersuchungseinheite<n N ) Paare bilden und es

2
gilt:
N N(N —1
mit:
Nc Anzahl der konkordanten Paare
Np Anzahl der diskordanten Paare
N, Anzahl aller mit gleichen x verbundenen Paare
N, : Anzahl aller mit gleichen y verbundenen Paare
N, . Anzahl aller gleichen Paare

\Voraussetzungilr die Berechnung von Zusammenhangsmal3en ist die Ermitt-
lung der Haufigkeiten @ir alle beschriebenen Paartypen. Wie Abbildung 5.1
(nach [Benninghaus 1985, S. 148]) zeigt, lassen sich diese &dmylkeiten di-

rekt aus einer gegebenen Kreuztabelle ermitteln, vorausgesetzt die Kategorien in
der Kreuztabelle stimmen mit der ordinalen Reihenfolge und der Richtiung f
beide Variableriiberein.
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1123 <N> ON(N-1)  8(8-1)
3| 25 2 2 2
— 2464+7+8+5=28
4 4 |8
X1 T2
\ * . Yi| e
[ ] \. [ ]
.. \ y2 [ ]
Ne=(1)(2) =2 Np=(2)(3) =
I T
10 S
d
s | o
N, =(1)(3)+(2)(2) =7 Ny =(1)(2)+(3)(2) =8
Die Anzahl der Paare ific;, y,) ist 2 =
* .\' @ = 3, in (371,y1) w = 0 und in
.\ / (2, 52) und (z,91) je 222 = 1. Folglich
bet@gtN,, =0+1+3+1=5.

Abb. 5.1: Ermittlung von Paa#ufigkeiten aus einer Kreuztabelle

5.3.2 Die Ermittlung von Zusammenhangsmalen auf der Ba-
sis von Paarvergleichen

Die Ermittlung der Haufigkeiten @ir alle Klassen von Paaref,, N¢, N,, Ny,

N,,) auf der Basis einer gegebenen Kreuztabelle bildet die Grundlage der biva-
riaten Zusammenhangsmale brdinalskalierte Variablen. Dabei unterscheiden
sich die einzelnen Kennzahlen dadurch, auf welche Art und Weise diedrgdigrh
keiten miteinander in Beziehung gesetzt sind.
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Eine gemeinsame Eigenschaft der hier vorgestellten Zusammenhangsmalie ist ein
Wertebereich zwischer1 und +1, der sie insbesondere von den Zusammen-
hangsmafenif nominalskalierte Variablen unterscheidet. Die “ordinalen” Zu-
sammenhangsmalle sollten daher — wann immiglich — den “nominalen”
vorgezogen werden, da sie einef@eren Interpretationsspielraum besitzen.

Kendalls 7., 73, 7o

Skalenniveau: ordinal

Definition: Diesen Zusammenhangsmalien liegt die Differenz zwischen der
Anzahl der konkordanten und der diskordanten Paare, jeweils be-
zogen auf eine unterschiedliche “Gesamtzahl” von Paaren, zu-

grunde.
Berechnung:
Ne — Np

Ta =

Nc+ Np + N, + Ny + Ny
Nc¢ — Np

Ty —
V(Ne + Np + N,)(Ne + Np + N,)

__ Ne—Np _2(Nc—Np)

© Lyppmolo ym -l

2 m m

mit: m = min(r, ¢)

Bemerkung: Die Art des Zusammenhanges wird hier allein durch dahl&r

festgelegt:

N¢ > Np : Ein positiver Zusammenhang liegt vor, da die
Anzahl der konkordanten Paare die der diskor-
danten Paaréaberwiegt.
= Tape > 0

Ne < Np @ Es liegt einnegativerZusammenhang vor, da die
diskordanten Paatigerwiegen.
= Tape <0

Ne = Np : Es bestehtkein Zusammenhang, da beide

Paarlkaufigkeiten gleich sind.
= Tab,c = 0
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Die Grundlage iir die Berechnung von, ist die Annahme, daf3
gleiche Paarel(,,7,,T,,) keinen Einflul} auf den Zusammen-
hang haben. Ein einfaches Beispiel zeigt aber, dal} sich die Exi-
stenz von gleichen Paaren durchaus auf den Wertyanoswirkt:

1
1+1+4+1)-0
! 1 :>Ta:( il —Zi),_ ) =1
3
10
10
10
30
. (1010 +10%104+10%10) —0 _ 300 _ .o
Ta: = — = .
300+0+0+0+135 435

Offensichtlich ist der Zusammenhang in beiden Kreuztabellen
maximal, er erreicht aber nur im ersten Fall, der keine gleichen
Paare enthlt, seinen Maximalwert 1. Da ein niedriger Wert von
7, somit sowohl durch eine hohe Anzahl von vdikften Paa-
ren als auch durch eine niedrige Differenz zwischen konkordan-
ten und diskordanten Paaren verursacht werden kannwirdr
selten verwendét

Fur das zweite Beispiel ergibt sich folgender Went £,
300 -0 300
/(300 +0+0)(300+0+0) V300 %300

7, kann also auch beW,, # 0 sein Maximum ereichen. Dies
gilt aber nicht fir beliebige, sondern lediglictuf quadratische
Kreuztabellen mit symmetrischen Rarddifigkeiten, wie folgen-
des Beispiel zeigt:

10 10
10 10

10| 10| 20

10 10 10 10 40

500 — 0 500
/(500 + 0+ 0)(500 + 0+ 100)  v/500 % 600

:>Tb —

L7, wird beispielsweise von SPSS/PC+ erst gar nicht angeboten.
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= 091

7. bezieht die minimale Spalten-/Zeilenzahl in die Berech-
nungsformel mit ein und nimmt somit eine Korrektur vonvor.

Andererseits ergibt sich hierdurch wiederum eine aduigkeit
von m, so dafd die theoretischen Maximal(, —1) auch beir,

nicht immer erreicht werdenthknen.

Von diesen dresymmetrischeiMal3zahlen hat;, die breiteste
Verwendung gefunden.

Gamma~y

Skalenniveau: ordinal

Definition: Der Assoziationskoeffizient ist definiert als das Veditnis des
Uberschusses bzw. des Defizites konkordanter Paare im Vergleich
zu diskordanten Paaren zur Gesamtheit aller konkordanten und
diskordanten Paare, d.h. Paare mit gleicheimd/odery; werden
als irrelevant angesehen.

Berechnung:

~ No—Np
T Ne+ N

Bemerkung: Ebenso wie bei den-Zusammenhangsmalen wird die Richtung
des Zusammenhanges hier durch démlgr festgelegt, und es
besteht die Ordnung

7ol < |7l < 1,
da fur den Nenner der Berechnungsvorschrift vpuilt:

= N¢ + Np,
wenniN, =0
V(Ne + Np + N,)(Ne + Np + N,) und N, = 0
> N¢ + Np,
sonst

~ liefert somit tendenziell immerdhere Werte als zum Beispiel
The
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~ ist aber auch al@ingig von der Kategorienzahl, d.h. sein Wert
kann durch das Zusammenlegen von Kategori@mskich ange-
hoben werden, da sich in diesem Fall die Zahl der uintdesich-
tigten gleichen Paare dvht.

Beispiel ([Benninghaus 1985, S. 163-166]):

In einer Untersuchung an einer amerikanischen Hochschule wur-
de sowohl die Einstellung (14 Skalenitems) als auch das Verhal-
ten (11 Skalenitems) gegéper Farbigen erfragt. Bei der Berech-
nung von~y zwischen diesen beiden Variablen konnte der Wert
von~ = 0.322 fir die Originalvariablen bis auf = 0.929 fir die
dichotomisierten Variablen gesteigert werden.

Hieraus ergeben sich folgende Konsequen#edie Auswahl ei-
nes geeigneten Assoziationskoeffizienten:

e \erwendung vony bei der Berechnung auf der Basis der
Originalvariablen.

e Alternative Verwendung vom,, falls Kategorien zusam-
mengefaldt werden (z.B. aufgrund zu geringer Zekeriig-
keiten).

Interpretation vony als PRE-Mal3:

1. Vorhersagedir die jeweils erste Untersuchungseinheit eines
jeden nicht verbundenen Paares: Die erste Untersuchungs-
einheit ist im Hinblick auf die abdngige Variable gi3er
als die zweite:

B Ne + Np

Ey 5

2. No > Np.
Vorhersage: Die Untersuchungseinheiten habenidpez
lich der ablangigen VariablerdieselbeRangordnung wie
beziglich der unabéngigen.
N¢ < Np:
Vorhersage: Die Untersuchungseinheiten haberiidieszh
der ablangigen Variablen dismgekehrt&angordnung wie
beZziglich der unabéngigen.

E2 = min(NC, ND)
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3. Berechnung einer Mal3zah] um wieviel bei Kenntnis von
x die Vorhersage verbessert, d.h. der Vorhersagefehler redu-

ziert wird:
_ E, — B,

_ %(NC + ND) — min(NC,ND)

5(Ne + Np)
. NC—|—ND—2~miH(NC,ND)

n Ne + Np
N0+ND—2ND NC_ND

Ne > Np = = =
¢=8D=7 Nc + Np Nc + Np
N, Np — 2N, Np — N,
Ne < Np =~ = c+ Np c Np c

Ne+ Np - N¢+ Np
4. Zusammengefal3t gilt: Bei Anwendung der Formel

~ Nc—Np

"= Net Mo

gibt das Vorzeichen von die Richtung der Assoziation an.
|v| beschreibt die proportionale Fehlerreduktion bei der Vor-
hersage der Rangordnung der Paare.
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Somers’d

Skalenniveau: ordinal

Definition: Bei Somers’d handelt es sich um eine asymmetrische Variante
von ~, bei der fir die jeweils ablngige Variable die einseitig
verbundenen Paare mitldeksichtigt werden. Zugzlich existiert
eine symmetrische Version von Somefs’

Berechnung:
: Ne — N,
y abrangig = d,, = Ne +CND fN
Yy
: Ne — N,
x abhangiy = d,, = Ne +CND fN
Ne — Np

symmetrisch— d, =
y Ne+ Np + (N, + N,)

Bemerkung: Im Vergleich mit~ gilt

|dya| < [V]s Ndayl S VI [ds] < [,

da sich tir den Nenner der Berechnungsvorschrift von Somers’
ableiten &f3t (als Beispied,,.):

= N¢ + Np, wennN, =0

NC+ND+Ny{ > N¢o + Np, sonst
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5.3.3 Zusammenfassung

Mit dem Aufruf CROSSTABS /TABLES V217 BY V225 /STATISTICS
BTAU CTAU GAMMA viirde nachfolgende Kreuztabelle erzeugt und die in
diesem Kapitel behandelten Kennwerte selektiert:

V217 SKALOMETER:CDU CSU-F D P by V225  SKALOMETER: H KOHL

V225

Count|
| Row
| -5 -4 -3 -2 -1 0] 1] 2| 3| 4 5|Total

V217 +-—-F-etmmet oo e e e

S5 | 24 2] | 2| | I I | I | 29
I | | I | I | I I | I | 58
SNSRI SSR SRS SRS SO SRS S S

-4 4 71 20 1 2 | I I | I | 16
I | | I | I | I I | I | 3.2
ORIV SO SR R S S

-3 | 1y 6 6 71 1 2 I | [ 1 | 34
I | | I | I | I I | I | 6.8
NSRS S SO SN SRS RIS RO SRS SV S

2 7 8 7 4 9 2 2 | 2| | | 38
I | | I | I | I I | I | 7.6
SRR S S S S SR A S

4| 2 21 6 3 6 6 3 | | | 1 29
I | | I | I | I I | I | 58
NI S SO SNSRI S SR SRS S S S

0 | 5] 2| 4] 10| 9 17| 11| 3| 3| 2| 2| 68
I | | I | I | I I | I | 13.6
S R S S S S S S —S—

1 2| 1 7 6| 7| 7 21 8| 2| 1 | 62
I | | I | I | I I | I | 12.4
N S SO SNSRI S RO SN SV SIS

2 | 1] 1 1] 2| 1 4] 16| 18| 19| 2| 1 66
I | | I | I | I I | I | 13.2
NP SRV SRS S BSR SPRA S SR SRS S S &

3 | | | | 1 | | 4] 16| 28| 18| 7] 74
I | | I | I | I I | I | 14.8
IV S SO SRS R R S S S S

4 | | I | | I | | 1] 14/ 23] 15 53
I | | I | I | I I | I | 10.6
SRRSO SFRI SMUNIN AN RO SRS SV S =

5 | | I | | I | I | 1 4] 25 30
I | | I | I | I I | I | 6.0
SRV S S SRS R S S

Column 56 26 34 34 37 38 57 46 69 51 51 499
Total 11.2 52 68 68 74 7.6 114 9.2 13.8 10.2 10.2 100.0
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Approximate

Statistic Value ASE1 T-value Significance

Kendall's Tau-b 73174 01777 40.66409
Kendall's Tau-c 72278 01777 40.66409
Gamma .79882 .01839 40.66409
Somers’ D :

symmetric 73173 01777 40.66410

with V217 dependent .72802 .01811 40.66409

with V225 dependent .73549 .01753 40.66409

Das Beispiel zeigtiir alle berechneten Kennwerte, (vird von SPSS nicht ange-
boten) einen arihernd gleich hohen Zusammenhang zwischen der Sympathie f
Kohl und der Sympathieif die CDU/CSU/FDP-Regierung. Da das PRE-Mal}

auf der Basis der Originaldaten berechnet wird, eignet sich der Wert von 0.79882
(=80%) am besten zur Interpretation.
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5.4 Zusammenhangsmalle zwischen zwei metri-
schen Variablen

5.4.1 Die Analyse bivariater ZusammenBAnge mittels Streu-
ungsdiagrammen

Wahrend die Basidir die Berechnung von Zusammenhangsmalen bisher

¢ die kategoriale Zugeirigkeit (nominal), bzw.

¢ die Rangordnung (ordinal)

der jeweils untersuchten Variablen war, bildet bei metrischen Variable@rdige
der Merkmalswerte die Berechnungsgrundlage.

* SPSS-Aufruf: REGRESSION /VARIABLES V217 V225 /DEPENDENT V217
* /METHOD ENTER /SCATTERPLOT=(V217,V225).
Equation Number 1 Dependent Variable.. V217 SKALOMETER:CDU CSU-FDP
Variable(s) Entered on Step Number
1. V225 SKALOMETER: H KOHL
Standardized Scatterplot
Across - V225 Down - V217
Out ++----- +----- +--e-- +--- +----- - ++
3+ + Symbols:

| Max N
LF [ . 7.0

I

I

+

I

| Lo | : 14.0
1+ + 28.0

I

I

+

-3 -2 -1 0 1 2 3 Out
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Einen erstetberblick iiber die Verteilung der Merkmalswerte liefert zum einen
wiederum die Kreuztabelle (vgl. Seite 66ff), wobei ratio-skalierte Variablen (z.B.
Alter) sinnvollerweise zuvor gruppiert werden, zum anderen das Streuungsdia-
gramm, d.h. die Darstellung aller Merkmalswerte als Punkte in einem durch die
Variablen aufgespannten Koordinatensystem.

Die Form der durch die Merkmalswerte dargestellten Punktwolke (vgl. Abbil-
dung 5.2 nach [Patzelt 1985, S. 81]) liefert erste Anhaltspuiakex die Art des
vermuteten Zusammenhanges:

e linear

e kurvilinear: parabolisch, exponentiell, logarithmisch oder sigusfg

linear

kurvilinear: parabolisch

kurvilinear: exponentiell
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kurvilinear: logarithmisch

kurvilinear: sinusbrmig

Abb. 5.2: Graphischer Zusammenhang von Merkmalswerten

Im weiteren Verlauf erfolgt eine Bescmkung auf die Betrachtung linearer Zu-
sammenhnge, deren Vorteil in der vergleichsweise einfachen Berechnung und In-
terpretation liegt. Br die Untersuchung nichtlinearer Zusammémdpe existieren
ebenso entsprechende Verfahren bzw. es gibt in bestimndtémFelie Moglich-

keit einer Transformation auf den linearen Fall. Hierauf wird im Rahmen der mul-
tiplen Regression (Kapitel 6.2aher eingegangen.
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5.4.2 Das Modell der linearen, bivariaten Regression

Wahrend bei der Betrachtung eines Streuungsdiagramms lediglich Vermutungen
uber die Art des Zusammenhangs zwischen eineaadpigen Variablen y und
einer unabhngigen Variablen x angestellt werden konnten, erlaubt das lineare
Regressionsmodell eine analytische Untersuchung.

Hierfir werden einige Bezeichner in ihrer Bedeutung festgelegt mit:

Yy : abhangige, endogene, zu e@kénde Variable = Regressand y

x . unablangige, exogene, eiende Variable = Regressor x

vi,x; . i-ter Merkmalswert der al@mgigen bzw. unatémgigen Variableni(=
1,...,n)

Ui . Schatzwerte vony; (y-Koordinatenwerte auf der festzulegenden Gera-
de)

e . Storvariable, Residuum

€; . i-ter Sbrvariablenwert (= vertikaler Abstand zwischen dem empiri-

schen Variablenweit, und dem durch die Regressionsgerade gigzeh
ten Variablenwerf;)

bp,b1 : Regressionskoeffizienten

z,y . Variablenmittelwerte

Zwei Aufgaben lassen sich damitrfdie Untersuchung formulieren:

1. Herleitung eines formalen Modeliher den Zusammenhang zwischen x
und y.
Im bivariaten Fall und unter der Annahme eines linearen Zusammenhanges
besteht das formale Modell aus der einfachen Geradengleichung:

y="by+ bz

2. Optimale Anpassung dieses Modells an die empirischen Daten.
Unter einer optimalen Anpassung wird hier das Ermitteln einer Geraden-
gleichung verstanden, die die empirischen Daté&glchst gut beschreibt,
d.h. in dem hier vorgestellten Verfahren werden letztlich die optimalen Ge-
radenparametéy undb; berechnet.

Die Anwendung obiger Geradengleichung ergiiit feden Befragteni =
L,...,n):

Yi = by + brw;
Dies bedeutet, daf3 der zwischen y und x angenommene lineare Zusammenhang
fur alle Untersuchungseinheiten gleichermal3en gilt wie die Regressionskoeffizi-
entenby, undb;.
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Bemerkung: Die statistische Beatigung eines linearen Zusammenhangs zwi-
schen der unaldmgigen und der aldimgigen Variablen sagt noch
nichtstiber die @iltigkeit einer kausalen Beziehung aus. Auch kau-
sal unsinnige Variablenkombinationeirken statistisch korrelie-
ren (z.B. “Je mehr ®rche in einem Gebiet nisten, umsoher ist
die Zahl der Kindergeburten.”).

Das mit der Geradengleichung formulierte deterministische Modell der bivariaten,
linearen Regression ist in den Sozialwissenschaften in der Regel unangemessen.

Allgemein wird von der Existenz eines Fehlerterepg: = 1,...,n) ausgegan-
gen, indem alle Scéttzfehler deg;-Werte aufgrund det;-Werte zusammengefaldt
sind. Mogliche Schtzfehlerursachen sind:

¢ Einflusse nicht bercksichtigter Erkhrungsvariablen-= multiple Regres-
sion)

o Melfehler @ir y;

o fehlerhafte Spezifikation der funktionalen Beziehung zwisahemd z;.

Insgesamt wirct als eine Zufallsvariable betrachtet, deren Variablenwertke
y; zusatzlich beeinflussen, deren Wirkung sich im Mittel aber aufh&loe| = 0).

Die vollstandige Regressionsgleichung lautet daher:

Yi = bo + bz + ¢

In diesem Zusammenhang wird auch von eir@ochastischen Regressionsmo-
dell gesprochen.

Lediglich fur die geschtzten Variablenwerte auf der Regressionsgerade qilt:

Ui = by + b1z,

Dies bedeutetifr den durch die Sétzung zu minimierenden Fehler innerhalb der
Regressionsgleichung:

e = Yi— Ui
= Y — by — bz (i=1,...,n)
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Das Minimierungskriterium wird durch diBummation aller quadrierten Fehler-
wertee; gewonnen+{=- Kleinstquadratschizung QOrdinaryLeastSquare)):

n

S(e) = > ¢

=1
= Y (yi — by — bya;)? < Minimum

=1

Die Bestimmungsgleichungeirfdie beiden Regressionskoeffizientgrund b,
ergeben sich durchdsen der Extremwertaufgabigr{S (e):

e Partielle Ableitung vorS(e) nachb, undb,

e Losen der Normalengleichung

Partielle Ableitung naclb,:

Normalengleichungiir b:

=1 =1 =1

0 = —Zyi + ’flbo + 612 Z;
i=1 i=1
12 12
0 = —=>wyitb+b=)
n:= n:=
Wegen
! En: y  bzw ! zn: T
”i:ly Y ni=
folgt fur by:

Partielle Ableitung naclb;:
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0S "
= ) 2(y; — bo — byx;)(—x;)
0by =

= QZ(—%’%‘ + box; + bi27)

i=1

Normalengleichungiir b;:

0= —Zyixi + boZ%Z + blz$12
=1 =1 =1
Einsetzen vom, ergibt dann:

0= —Zym — (¥ — blf)Z% + blzx?
=1 i—1 i1

L 1& :
Nach Division durch: und Ersetzen vor-» z; = z gilt:
iz

1 1&
0 = ——Zyixi + (3] - bll_])[f + blfz.l’?
iz iz

12 1z
—E T = __—b_2+b—2 2
ni:19$ yzxr 1T ln Z;

i=1
1 n

=Dy —y§T = b <

i1

>(a?) - )

=1

Somit folgt fur b;:
1 n
= i —yx
n; -
b1 - 1 ™
=y () —7°
n;:
Unter Beiicksichtigung voh
122 o 1 _ _
—> rili —yT =~ (v —)(yi — y) = cov(z, y)

2Mit cov(z, y) = Kovarianz: gemeinsame Varianz der Variablen x und y (vgl. Anhang A.5).
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und

gilt fur by:

Folgerung:

Kapitel 5. Bivariate Datenanalyse

Die Anwendung des Kleinstquadrat&thers setzt voraus, daf3 die
Varianz der unabdingigen Variablen ungleich Null ist.

2
2 €y

e2 €2 eq

€3 Ui = bo + b1 x
14 0,68634 + 0,3866@G

8"

Abb. 5.3: Graphische Interpretation des bivariaten Regressionsmodells

Abbildung 5.3 (nach [Gruber 1981, S. 71]) veranschaulicht noch einmal das Prin-
zip der Kleinstquadratsétzung und die Interpretation der Koeffizienten, wobei:

bo

Schnittpunkt der Regressionsgeraden mitdekchse=

Prognosewertiir y;, falls x; = 0.

by

Steigungswinkel der Regressionsgeragen

Grad des Zusammenhangs zwischen uaabiger und aldngiger Varia-

blen
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Fur standardisierte Variablen ergibt sich eine einfachere Berechiauhgundb,
mit:

r—X

_ L n
Tt = ) Sg = \J 72('771 - E)Q
n:4

Sz

Daraus folgt:

=0 und var(z*) = s2, =1

T*

Nach Standardisierung beider Variable(r¢ z*) und y(— y*) gilt fur by undb;:

by = g — bz
1 < * —% * —%
= (@ =)y —7")
* nifl
bl = 1 n
=> (@] — )
iz
1 = k ok
= 7Z£Czyz
izt
Weiterhin gilt fur b7:
b =022
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Herleitung:

L Sy
a 1 (:L’Z —x)2
n Sy
1 1 &
o sty;(% —7)(yi — ¥)
- 1 1&
— = (i — 1)
nosiio
LS o~ 2) s — )
2 =9
— : o
- (xl o j;)2 Sy
ni=
Sz
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Regressionskoeffiziend,

Skalenniveau: metrisch

Berechnung:

Bemerkung:

Beispiel:

x,y unstandardisiert:

x,y standardisiert:
k 1 = k ok * *
by = = ajyf = cov(z*, y")
i3

1. b ist asymmetrisch, wobei y die abhgige und x die un-
abhangige Variable bezeichnet.

2. b; liegtim Intervall[—1, 4-1]

3. Interpretation:

“Nimmt unter sonst gleichen Bedingungen die Variable x
um eine Einheit ab (zu), so nimmt die Variable y apEin-
heiten ab (zu)”.

Nachfolgende SPSS-Ausgabe zeigt das Ergebnis einer bivaria-
ten Regression, bei der die Sympathie flie CDU/CSU/FDP-
Regierungskoalition in Abdingigkeit von der Sympathiéif den
Kanzler untersucht wurde.UlF die Regressionskoeffizientén

und b; ergeben sich dabei die Werte 2.076811 und 0.720843
(B). Im Fall standardisierter Variablen hat (Beta ) den Wert
0.839476, d.h.: steigt die Sympathig fKohl um eine Einheit,
dann steigt die Zufriedenheit mit der Regierung um 0.839476.
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* Ausschnitt aus: REGRESSION /VARIABLES V217 V225 /DEPENDENT V217
* /IMETHOD ENTER.

Equation Number 1 Dependent Variable.. V217 SKALOMETER:CDU CSU-FDP
Variable(s) Entered on Step Number
1. V225 SKALOMETER: H KOHL

Variable B SE B Beta T SigT
V225 .720843 .020930 .839476 34.441 .0000
(Constant) 2.076811 .150789 13.773 .0000

5.4.3 Das Bestimmtheitsmaf®? und der Korrelationskoeffizi-
entr

Die Kleinstquadratscktzung QLS ist ein mathematisches Verfahren ogtima-
len Anpassung eines Modells (im bivariaten Fall: einer Geraden) an empirische
Daten.

Frage: Wie gutst die Vorhersagekraft einer Regressionsfunktion bei gegebenen
Werten von unakdngigen Variablen?

Wie in den vorhergegangenen Kapiteln gezeigt, eignen dicldie Beantwor-

tung dieser Frage insbesondere Zusammenhangsmalde, die nach dem Prinzip der
proportionalen Fehlerreduktion konzipiert sind (PRE)r Ben Bereich zweier
metrischer Variablen existiert hierzu das BestimmtheitsiRanr

BestimmtheitsmaR R? (Coefficient of Determination, R Square)

Skalenniveau: metrisch

Berechnung: Das BestimmtheitsmaR? basiert ebenso wig, v und n? auf
dem Prinzip der proportionalen Fehlerreduktion (PRE):

1. Bester Vorhersageweiirfy ohneKenntnis von x ist der Ge-
samtmittelwerty. Der daraus resultierende Sthfehler er-
gibt sich dann zu:
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d.h. die Summe aller quadrierten Abweichungen der Merk-
malswerte von y von dem VorhersagewgitGesamtvaria-
tion).

2. Mit Kenntnis der unaldmngigen Variablen x sind die besten
Schatzer fir y; die geschtzten Werte auf der Regressions-
geradeny; = by + by x;. Daraus ergibt sich der Vorhersage-
fehler

n

Ey = (yi — i)

=1
d.h. die Summe aller quadrierten Abweichungen der Merk-
malswerte von y von dem jeweiligen Sathwert.

3. Daraus ergibt sichif R?, definiert als PRE-Malf3:

RQ _ El_EQ

Bemerkung: 1. R?ist ein symmetrisches, vorzeichenloses MaR im Intervall
[0, 1].
2. Mit Hilfe der Varianzzerlegung von YRt sichRz? interpre-
tieren als Prozentsatz der Varianz von y, der durch die Re-
gression, d.h. durch x egit wird (vgl. Anhang A.6).
Beispiel: R? = 0.71, d.h. 71% der Gesamtvarianz von y
werden durch x erfrt.

3. R? belicksichtigt extreme Merkmalswerteasker, d.h. es
gibt hier eine Ungleichbehandlung von Merkmalswerten.

Fur eine einfachere Berechnung des Bestimmtheitsmal3es ist folgende Umfor-
mung rutzlich:

S0 — 205 + 77)
=1 =1

¢

<
|

<

N—
o
I
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= Z?ﬁ —2ny> _j; + ngy* wegen > g = ng, § = g
i=1 i=1 i—1

= 20 — 209" +ny’
i=1

= 20—y
=1
Somit ergibt sichir 22:
> 9 —ny’
R2 _ =1
> yi —ny?
=1

Eine weitere Berechnungsforméirf?? ergibt sich aus der Varianzzerlegung von
y in Anhang A.6.

Produkt-Moment-Korrelationskoeffizient r

Skalenniveau: metrisch

Definition: Der Produkt-Moment-Korrelationskoeffiziemt wird durch die
Kombination der beiden asymmetrischen Zusammenhangsmalie
by, (y abhangig) bzw.b,, (X abrangig) definiert.

Berechnung:

r = \/blyblx

B JCOV(%?/) cov(z, )

var(zx) var(y)

cov(z,y)

var(z)/var(y)

Falls x, y standardisiert sind, gilt

r = cov(z*,y")
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1 n
= =Y zjy; = by = b,
ni3

d.h. der Wert vorr ist identisch mit dem der Regressionskoeffi-
zientenby, undb.

Bemerkung: 1. r ist ein symmetrisches MaR im Intervgl1, +1].

2. Die Namensgebundif das Bestimmtheitsmafzf) und
den Korrelationskoeffizientem) ist nicht zugllig, sondern
r lalt sich durch Wurzelziehen aus dem Bestimmtheits-
maR ermitteln. Dagegen ist eine inhaltlichiertragung
nur schwer mglich, da sich “das Quadrat der Steigung”
der Regressionsgerade kaum als “Prozentsatz der Varianzer-
klarung” interpretiererdf3t.

5.4.4 Ein weiteres Gitemald zur Beurteilung von Regressi-
onssclatzungen

Wie auch das Bestimmtheitsmdf? gibt der Standardfehler der Regression,

d.h. die Hbhe der durchschnittlichen Abweichung der vorhergesagten von den
tatsachlichen Werten der aBhgigen Variablen, genauere Auskuinlfter die Vor-
hersagekraft einer Regressionsfunktion bei vorliegenden Werten amgilgler
Variablen.

Als Ausgangspunkt dient die Summe der Abweichungsquadrate deragesch
Werte von den tatechlichen Werten (= Minimierungskriteriu§ie))
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Standardfehler der Regressions,

Skalenniveau: metrisch

Berechnung: Analog zur allgemeinen Herleitung der Standardabweichung er-
gibt sich fur den Standardfehler der Regressian (korrigiert
nach Anzahl der Freiheitsgrade):

1 n
= 412
O Jn_kE(yz 9i)

i=1
(k = Anzahl der unabéingigen Variablen)

Bemerkung: In die Berechnung von, gehen — im Gegensatz zw&* — al-
le Untersuchungseinheiten mit gleichem Gewicht ein. Daneben
weist dieses @Gtemal3 aber einige Eigenschaften auf, die gegen
eine Verwendung sprechen:

1. Der Wert ist nach oben unbegrenzt.

2. Der Wert ist abingig von der Anzahl der Untersuchungs-
einheiten und der Anzahl der unabtgigen Variablen.

3. Der Betrag stehtim umgekehrten Vaktmis zur inhaltlichen
Aussage.

5.4.5 Inferenzstatistik in der bivariaten Regressionsanalyse
Inferenzstatistische Eigenschaften des OLS-Sélwzersb

Die im Rahmen der bisherigen deskriptiven Regressionsanalyse ermittelten Werte
(Regressionskoeffizienteh)( BestimmtheitsmaRi{?)) beschreiben lediglich die
Zusammenénge innerhalb der vorliegenden Stichprobe.

Frage: Wie weit und unter welchen Bedingungen lassen sich diese Zusam-
menlténge auch auf die Grundgesamtlidiertragen?

Da in der Regel immer nur eine Stichprobe vorliegt, sind die auf der Basis die-
ser Stichprobe gesatrten Werte “fehlerhaft”, d.h. sie weichen von dem “wah-
ren” Wert der Grundgesamtheit ab. Die Verfahren der Inferenzstatistik erlauben
es nun, unter Bércksichtigung bestimmter, vom Anwender auf Plausiitliu
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uberptifender Annahmeiber die verschiedenen Modellparameter und die Stich-
probe, dieSignifikanzyon Sclatzwerten @ir die Grundgesamtheiten innerhalb be-
stimmter Fehlerwahrscheinlichkeiten zu bestimmen. Dazu wird analog zu Kapitel
4.2 ein Hypothesentest durchgéft.

Der im Rahmen einer Regressionsanalyse ermittelte Regressionskoeffizient f
standardisierte Ausgangsvariablen

1 n
b= E;xzyz

beruht auf einer einzigen Stichprobe aus der Grundgesamtheit.

Andere Betrachtungsweisiér fo:

Der berechnete Wert des empirischen Regressionskoeffizientka ist
Realisierung einer Zufallsvariabled.h. jede Regressionsanalyse auf
der Basis einer weiteren Stichprobedng eine weitere Realisierung.

Frage: Welche Eigenschaften (Erwartungswerte, Varianzen bzw. Kovarianzen)
hat diese Zufallsvariable bezogen aufhypothetische) Stichproben?

1. b istim klassischen linearen Modell erwartungstreu (bzw. unverzerrt):
E(b) =0

Dies bedeutet, dal3 sich die Sthwerte aus den einzelnen Stichproben
“gleichmal3ig” um den wahren Wert fur die Grundgesamtheit verteilen, der
OLS-Sclatzer b im klassischen linearen Modell somit der varianzminimale
Schatzer pestlinearunbiasedestimator =blue) ist.

Herleitung:

E() = ()

3Im weiteren Verlauf werden standardisierte Variablen nicht mehr durch “Sternchen” gekenn-
zeichnet (statt} alsox;) undb anstatth; verwendet.



108 Kapitel 5. Bivariate Datenanalyse

Durch Einsetzen der Regressionsgleichyng- x;0 + ¢; — mit dem “wahren”
Regressionskoeffizientehanstatt des Sétzwertes — ergibt sich:

) = B(> w(nb+e))
BT PR S
- E( nzzzlxzﬁ—i_ nizzlxzez )
R S IS5~

\:,_/ =0
=1

= p

2. Fur die Varianz der Zufallsvariablen b gilt:

Herleitung:

var(b) = E[(b— E®))(b— E(b))]
= E[b-06)(b-0)

= £ (%Zx?ﬁjt ﬁzﬂfiei e (52371254' %inei -
—1 i=1 i=1 i=1

N N
L =1 =1

1 n
= F - Zx ei)( szez = Zx, e; e;]
L Tt i=1

n

= (=D _m)’El(e; — E(e:))(ei — E(ey))]
)

1
n =1

1& 9

= (=) z;)? var(e;)

nG4
Da diee; als Realisation eines Vektors von Zufallsvariableh gufgefal3t wer-
den lonnen, wird die Varianz dieses Vektors auch nicht durch einen Wert ausge-
drickt, sondern durch die Kovarianzmatde aller Varianzen und Kovarianzen
zwischen den einzelnen Variablen beschrieben, die durch das dyadische Produkt

von E(e e'') entsteht.
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Fur die Varianz vore gilt dann:
vare) = E((e— E(e))(e— E(e))")

= E(eel)
= Ye
varle;)  cov(ep,eg) --- cov(ey, e,)
cov(ez, e1) _ cov(es, e,)
cov(e,, e) e var(e,)

Die konkrete Berechnung dieser Kovarianzmatrix bereitet in der Praxis Schwie-
rigkeiten, da lediglicreineStichprobe zur Veifgung steht. Um trotzdem Berech-
nungen durchifhren zu Bnnen, werderilber die Fehlervariablea zusatzliche
Annahmen gemacht, durch die sich die Kovarianzmatrix erheblich vereinfacht:

1. Annahme: Homoskedastit
d.h. die Varianz der einzelnen Fehlervariableniistdlle nbgli-
chen Werte konstant:

var(e;) = o?

e’

(i=1,...,n)

Interpretation: Die Restschwankungeniden nicht davon akdngig sein, zu
welchem Zeitpunkt die Erhebung erfolgte.

2. Annahme: keine Autokorrelatipn
d.h. die Residuen sind untereinander nicht korreliert:

covie;ej) =0, (i,j=1,...,n1%#7)

Interpretation: Der Wert einer Restschwankung darf nicht von den Restschwan-
kungen vorhergehender Beobachtungswertéabig sein, wie
es zum Beispiel &wfig in Zeitreihen der Fall ist.

Unter Beficksichtigung dieser Annahmen ergibt sicin die Struktur der Kovari-
anzmatrix?

a2 0 0
B 0 e o
varle) = o . = o, B,
0 Ce 0-2

e

“Hierbei bezeichneE,, die Einheitsmatrix mit. Zeilen bzw. Spalten und der miitbesetzten
Diagonalen(e;;) furi =1,...,n.
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Auch die gesamte Fehlervarianz veriiberrn Stichproben ist néirlich nicht be-
kannt. Bekannt ist aber die Varianz der Residuen aus der vorliegenden Stichprobe,
korrigiert nach Freiheitsgraden:

Diese wird hier als Scitzwert fir die Gesamtvarianz? verwendet. DamitdRt
sich die Herleitung der Varianz vanwie folgt vervollséndigen:

NE
&8
e
<
2
p

var(b) =

—~

s
Il
_

I
S 31— 3=

-
&
NE
(‘bql\D

@
I
—

7=
&
S
N—
o
2
)

N
I
—

—~

Daraus folgt @ir die Standardabweichung der Residuen (dfig auch als “Stan-
dardfehler” bezeichnet wird):
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Signifikanztest fur b

Entsprechend den grundlegenden Aistingen zu inferenzstatistischen Schluf3-
verfahren in Kapitel 4.2 ist es notwendidjyfeinen zu testenden Modellparameter

b eine Zufallsvariable zu konstruieren, die einer bekannten Wahrscheinlichkeits-
verteilung geiigt.

Hierzu wird eine weitere Annahnmiger die Residuen bétigt:
3. Annahme: Die Residuen der Regressionsfunktion sind normalverteilt:
e; ~ N(0,02)
b und va(b) kdnnen als linear aldimgige Funktionen der Zufallsvariablen y eben-

falls als Zufallsvariablen betrachtet werdei, flie nach obiger Annahme und der
Herleitung von vap) gilt:

b ~ N(B, s
varb) = si ~ x*(n—1

d.h.b ist normalverteilt und vdb) y?-verteilt.

Damit laf3t sich (vgl. Anhang A.3) eineverteilte Zufallsvariable

b—p

Sp

t =

mit (n — 1) Freiheitsgraden konstruieren, mit deren Hilfe ein Hypothesentest (
Test) noglich ist:
1. Schritt: Hypothesenformulierung

Hy : 8 =0 (Zweiseitiger Test)

HA : ﬁ 7é 0

allgemein: Hy : f = * mit 5* als reeller Zahl

Hy: B #3"

2. Schritt: Bestimmung der Rifverteilung

Die mit Hilfe von b und s, konstruierte Zufallsvariable

b—p

Sb

t =

ist t-verteilt.
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3. Schritt:

4. Schritt;

5. Schritt;

6. Schritt;

Kapitel 5. Bivariate Datenanalyse

Bestimmung des Freiheitsgrads

df =n—1

Bestimmung des Signifikanzniveaus

Ermittlung des theoretischen Verteilungswertesd Berechnung des

empirischen Verteilungswertes,,,,

Wahrend der theoretische Verteilungswerh Abhangigkeit vona
unddf aus Tabellen ermittelt werden kan&agk sich.,,, nach obiger
Formel berechnern3(= 0).

Entscheidungiber die Ablehnung voi/,

Allgemein sind auf der Basis delsTests folgende Testvarianten
moglich:

Zweiseitiger TestH, : 3 =0

t far(t)

S 4

—t(a, df) o, df)

P(—t(a,df) < temp < t(a,df)) = 1 —«

Rechts-einseitiger Tesktl; : <0

b far(t)

S 4

H(2a, df)

P(temp < t(2a,df)) = 1—«
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Links-einseitiger Testt, : 5 > 0

t far(t)

(20, df)
P(temp > t(2a,df)) = 1 —«

Abb. 5.4: Graphische Bedeutung degests

Bemerkung:  In den Graphiken werden die Bereiclig Annahme/Ablehnung
der Nullhypothese repsentiert durch:

[ o | Ablehnungsbereich:
Mit einer Wahrscheinlichkeit voax % (einseitig) bzw.
25 % (zweiseitig) wirdH, irrtdmlich verworfen.
[T Annahmebereich:
Mit (1—«) % Wahrscheinlichkeit kani, vertraut wer-

den.
Nullhypothese Test Ablehnungs-
bereich vonH,
Hy:p = 0 | zweiseitig |[temp| > t(av, df)
Hy:5<0 rechts-einseitiq t.,, > t(2«, df)
Hy:65>0 links-einseitig | t.,,, < t(2«,df)

Interpretation: Bei Ablehnung der Nullhypothese igtmit einer Irrtumswahr-
scheinlichkeit statistisch signifikant von Null verschieden.

Beispiel: Im Rahmen einer Regressionsanalyse mit Hilfe statistischer
Analysesysteme wird derWert zusammen mit den daraus re-
sultierenden SignifikanzniveauSig T ) standardraf3ig ausge-
geben. So bedeutet ein Signifikanznivezg T = 0.023, dal}
die gesamte Regressionsatiung mit einer Fehlerwahrschein-
lichkeit von2.3% signifikant ist. Ein vorab festgelegtes Niveau
von 5% wirde danach zur Ablehnung der Nullhypotheserén.

Die Zusammenfassung in Kapitel 5.4.6 diskutiert ein konkretes
Beispiel.
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Berechnung des Konfidenzintervalls dr b

Die Eigenschaften von Biverteilungen (hiet-Verteilung) ernidglichen ebenso,
ein Intervall um den zu testenden Modellparameter (bieau berechnen, inner-
halb dessen sich der “wahre” Wert (hiér befindet:

P( —t(a,df) < temp < tla,df) ) = 1-a
P( —t(a,df) < b;bﬁ < to,df) ) = 1—a
P( —t(o, df)ss < b= < tlo,df)s ) = 1—a
P( =b—tla,df)sy, < =B < —=b+tla,df)sy ) = 11—«
P( b+t(a,df)sy, > B > b—tla,df)sy, ) = 1—«
P( b—tla,df)sy, < B < b+tlaydf)sy, ) = 1l—«

Damit liegt 5 im Intervall
[b—t(a, df)sp, b+ t(c, df ) sp]

d.h. bei gegebenen Freiheitsgraden und einem angenommenen Signifikanzniveau
lalt der Fehler sich exakt berechnen, der bei dem Schluf3 von der Stichprobe auf
die Grundgesamtheit entsteht.
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5.4.6 Zusammenfassung

Anhand der Untersuchung des Zusammenhangs zwischen der Zufriedenheit mit
der Regierung und der Sympathie zu Kohl wurden unter anderem die folgenden
Werte ermittelt:

* Aus: REGRESSION /VARIABLES V217 V225 /DEPENDENT V217
* /IMETHOD ENTER.

Equation Number 1 Dependent Variable.. V217 SKALOMETER:CDU CSU-FDP
Variable(s) Entered on Step Number

1. V225 SKALOMETER: H KOHL
Multiple R .83948
R Square 70472
Adjusted R Square .70413
Standard Error 1.50164
Analysis of Variance

DF Sum of Squares Mean Square

Regression 1 2674.68574 2674.68574
Residual 497 1120.70103 2.25493
F = 1186.14936 Signif F = .0000

Variable B SE B Beta T SigT
V225 .720843 .020930 .839476 34.441 .0000
(Constant) 2.076811 .150789 13.773 .0000

Die Korrelation kann dabei ebenfallber die Ermittlung der Kreuztabelle berech-
net werden:

* Ausschnitt aus: CROSSTABS /TABLES V217 BY V225 /STATISTICS CORR.

Approximate
Statistic Value ASE1 T-value Significance

Pearson’s R .83948 .01606 34.44052 .00000
Spearman Correlation .85194 .01632 36.27099 .00000
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Dert-Test fur den Regressionskoeffizienterergibt bei einent-Wert von 34.441

eine Signifikanz von 0.0%if die Nullhypothese, d.lb, ist bei einer angenomme-
nen Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% audlr flie Grundgesamtheit signifikant.
Die Gute der GesamtsatzungR? liegt bei 0.70472, d.hilber 70% der Varianz

der Regierungszufriedenheit wird bereits durch die Sympatiielén Kanzler
erklart. Weiterhin werden die bei standardisierten Variablen existierenden Bezie-
hungen zwischen den Kennwert&d (R Square ), r (Pearson’'s R ) undb,

(Beta ) besttigt:

r =b; =0.83948 = v0.70472 = V R?
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5.5 Zusammenhangsmale UF unterschiedliche
Skalenniveaus

Die bisher erhuterten Zusammenhangsmal3e erlauben keine Untersuchung des
Zusammenhanges zwischen zwei Variablen, die ein unterschiedliches Skalen-
niveau besitzen.

Fragestellungen:

Sympathieskalometer (metrisch) —— Geschlecht (nominal)
Haufigkeit religdbser Aktivitaten (metrisch) «—— Konfession (nominal)
Wochentliche Arbeitszeit (metrisch) «—— Berufsgruppenzugéinig-

keit (nominal)

Grundsitzlich lassen sich bei der Untersuchung derartiger Zusaméngehdie
Zusammenhangsmali& fdie jeweils niedrigere Variablenskalierung verwenden.
Dies beinhaltet aber einen Informationsverlust, da die aus dleeren Skalie-

rung resultierenden, zaglichen Informationen (Rangfolge der Merkmalsklas-
sen, GoRe der Merkmalswerte) nicht einflieBen. Das Zusammenhangsghia?
schreibt den Zusammenhang zwischen einer metrischen und einer beliebig ska-
lierten Variablen, wobei hier néatlich besonders nominale und ordinale Varia-
blen von Interesse sind, da bei einer ebenfalls metrisch skalierten Variablen die
Zusammenhangsmalig zwei metrische Variablen besser geeignet sind (vgl. Ka-
pitel 5.4).

Eta n?

Skalenniveau: metrisch, beliebig

Berechnung: Das Zusammenhangsmaff setzt eine metrisch skalierte,
abhangige Variable y und eine nominal oder ordinal skalierte,
unablangige Variable x voraus.UF die weiteren Audfhrungen
werden folgende Festlegungen getroffen:

vi; - Wert der Variablen y, gemessen an deten Untersu-
chungseinheit in der Merkmalsklassger unabhngigen
(nominalen, ordinalen) Variablen x

¥ . Mittelwert von yuber alle Untersuchungseinheiten in der
i-ten Merkmalsklasse von x

y . Gesamtmittelweriiber alle Merkmalswerte von y

n; . Anzahlder Merkmalswerte vony in déten Merkmals-

klasse von x
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Bemerkung:

Kapitel 5. Bivariate Datenanalyse

n? basiert ebenso wig und~ auf dem Prinzip der proportionalen
Fehlerreduktion (PRE):

1. Bester Vorhersageweriif y ohneKenntnis der Verteilung
von y auf die Merkmalsklassen von x ist der Gesamtmit-
telwerty. Der daraus resultierende Sthfehler ergibt sich
dann zu:

¢ n;
Er =Y (yij— y)?
k=1j—=1

d.h. die Summe aller quadrierten Abweichungen der Merk-
malswerte von y von dem VorhersagewgiiGesamtvaria-
tion).

2. Mit Kenntnis der unakimgigen Variablen x sind die besten
Schatzer fir y die Klassenmittelwertg,. Daraus ergibt sich
der Vorhersagefehler

ng

Ey=3"% (i — i)

k=1 j=1
d.h. die Summe aller quadrierten Abweichungen der Merk-
malswerte von y von den jeweiligen Klassenmittelwerten.
3. Somit folgt fir 2, definiert als PRE-MaR:

2 El_EQ
TS TR
1

L n; ¢ n;

DD i =07 =D (i — i)’

E=1j=1 k=1 j=1

> i(yij — )

k=1 j=1

Z i(yij —7)?

k=1j=1

S S (g — 5

k=1j=1

=1

n? ist ein asymmetrisches, vorzeichenloses MaR im Intervall
[0,1].
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Beispiel:

Die Festlegung, dal3 die unabigige Variable metrisch skaliert
sein muf3, hat ihre Bedeutung darin, daf3 bei der Berechnung von
n? die metrischen MaRzahlenundy; berbtigt werden, viahrend

von x lediglich die Haufigkeit in den einzelnen Merkmalsklassen
verwendet wird.

Interpretation:

n*=0 = die Variation in den einzelnen Kategorien ist iden-
tisch mit der Gesamtvariation
—> X tragt nichts zur Erldrung von y bei.

n*=1 = die Variation in den einzelnen Kategorien ist 0,
d.h. es gibt dort insgesamt keine Streuung der Va-
riablenwerte

—> xerklarty vollséndig.

Die Hohe vom? ist ablangig von der Anzahl der Kategorien von
X:

1. Jede Kategorie erdlt nur einen Wertk = n), d.h. die Va-
riation in den einzelnen Kategorien ist gleich O.
—n?=1

2. Es gibt nur eine Kategorie, d.h. die Variation in dieser Kate-
gorie ist gleich der Gesamtvariation.
= n?*=0

Anhand der Skalometervariablen zur Sympathie von Kohl (me-
trisch skaliert) wird der Zusammenhang mit dem Geschlecht
(nominal skaliert)uberpiift (Aufruf. CROSSTABS /TABLES
V334 BY V225 /STATISTICS ETA. ):
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V334 GESCHLECHT by V225 SKALOMETER: H KOHL

V225 Page 1 of 2
Count |
| Row
| -5] -4 3] 2| -1 0] 1| Total
V334 + + + + + + + +
1 | 29| 15| 18| 16| 14| 10| 24| 242
maennlich | | | | | | | | 48.5
+ + + + + + + +
2 | 27| 11 16| 18| 23| 28| 33| 257
weiblich | [ | | | | [ | 51.5
E — R — B — B — B —  — R — +
Column 56 26 34 34 37 38 57 499
(Cont.)Total 11.2 5.2 6.8 6.8 7.4 76 114 100.0
V225 Page 2 of 2
Count |
| Row
| 2| 3| 4 5| Total
V334 + + + + +
1 | 20| 51| 24| 21| 242
maennlich | [ | | | 48.5
B B — B — B — +
2 | 26| 18| 27| 30| 257
weiblich | | | | | 515
+ + + + +
Column 46 69 51 51 499
Total 9.2 13.8 102 10.2 100.0
Approximate
Statistic Value ASE1 T-value Significance
Eta :
with V334 dependent 24911
with V225 dependent .00545

Number of Missing Observations: 1

Da SPSS nicht das Skalenniveau einer Varialileerpiift, berechnet es den Wert

fur n? sowohl fir V334 als auch V225 als ahhgige Variable. Die Herleitung
dieses Kennwertes hat aber deutlich gemacht, dagié¢ ablangige Variable die
metrischen Eigenschaften unbedingte Voraussetzung sind, d.h. in diesem Beispiel
ist ausschlief3lich der Wert mit der Sympathig Kohl (V225) als abhngige
Variable sinnvoll interpretierbar, der allerdings lediglich eine Abgigkeit von
0.00545 (=0.545%) ausweist.
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5.6 Auswabhlkriterien fur bivariate Zusammen-
hangsmalie

Erfahrungsger@l liegen die gifdten Probleme bei der Duréhifrung statistischer
Analysen mit Hilfe von Datenanalysesystemen nicht in der Anwendung von Me-
thoden auf Variablen, d.h. in dem Aufruf einer konkreten Statistikprozedur, son-
dern eher in der “Umsetzung” von Hypothesen, Fragestellungen etc. aus der zu-
grunde gelegten Theorie in geeignete, zu berechnende statistische Kennzahlen und
in einer korrekten und angemessenen Interpretation der berechneten Kennwerte.

Beispiel: “Das Ausmal} der Zufriedenheit mit der Regierung insgesamt wird in
hohem Mal3e durch die Meinung zur Person des Kanzlers bestimmt.
Andere Variablen, wie zum Beispiel die Meinung zu anderen Regie-
rungspolitikern, spielen hierbei lediglich eine untergeordnete Rolle.”

Unabtangig von der Tatsache, dal3 jede der beschriebenen statistischen Kennzah-
len charakteristische Merkmale mit daraus resultierenden Konsequemnzanref
Anwendung aufweist, lassen sidlr fdie Vorgehensweise bei der Auswahl einige
Faustregeln aufstellen, die etwas Ordnung in die Vielzahl der angebotenen Me-
thoden bringen:

1. Festlegung der an der Analyse beteiligten Variablen, Identifikation der Ska-
lenniveaus

Beispiel: Sympathieskalometer von Regierungspolitikern (metrisch):
z.B. Genscher (V224), Kohl (V225), Stoltenberg (V228)
Zufriedenheit mit der Regierung (metrisch): V217

2. Art der Beziehung zwischen den Variablen (symmetrisch/asymmetrisch)
Beispiel: V224/vV225/v228/.. — V217

3. Bevorzugte Verwendung von PRE-Mal3en, da diese eine direkte Interpreta-
tion ernbglichen (Prozentsatz der Varianzénking) und die Vergleichbar-
keit untereinander erlauben:

SDie in den vorangegangenen Kapiteln vorgestellte Auswahl konzentriert sich dabei nur auf
die wichtigsten der von Datenanalysesystemen angebotenen bivariaten Zusammenhangsmale.
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Nominales Skalenniveau A
Ordinales Skalenniveau -y
Metrisches/beliebiges Skalenniveau n?
Metrisches Skalenniveau ‘R?

Beispiel: Da es sich generell um metrische Variablen handelt, empfiehlt
sich hier die Auswahl des Bestimmtheitsma®ésdas mit V217
als ablangiger und jeweils einem Sympathieskalometer als un-
abhangiger Variablen berechnet werden kann. Ein Vergleich der
ermittelten Werte erlaubt dann Aussagen im Sinne der Ausgangs-
hypothese. Unter Beachtung der Richtung der Asymmetrie lassen
sich auch entsprechengéWerte berechnen und zu Vergleichs-
zwecken heranziehen.

Nachfolgende Tabelle eritt fur alle unabhngigen Variablen die jeweiligen Be-
stimmtheitsmaRé?? bei der Durchiihrung einer bivariaten Regression. Hieraus
ergibt sich die eindeutige Untetgzung der Ausgangshypothese.

R2
Kohl (V225) 0.70460
Stoltenberg (V228) 0.44321
Genscher (V224) | 0.19592




Kapitel 6

Multivariate Datenanalyse

6.1 Die Komplexitat des sozialwissenschaftlichen
Analysegegenstandes

Die bisherigen Betrachtungen besahikten sich im wesentlichen auf zwei Berei-
che:

e \erteilung von empirischen Daten: Mittelwert, Standardabweichung, Vari-
anz, Schiefe, Exzel3 etc.
— univariateDatenanalyse

e Zusammenhangsmaliér fzwei Variablen mit gleichen oder unterschiedli-
chen Skalenniveaus
— bivariate Datenanalyse

Die Problematik dieser einfachen statistischen Analysemodelle liegt darin, daf3
sie in der Regel zu stark von der Komplétites sozialwissenschaftlichen Ge-
genstandsbereiches abstrahieren. Dies bezieht sich sowohl auf

1. die Komplexi&t der Ursache—Wirkungsveitinisse in sozialwissenschatftli-
chen Erkérungsmodellen (z.B. Er&tungsmodelle der Wahlentscheidung)
als auch auf

2. die Komplexiat der Indikatorenstruktur in sozialwissenschaftlichen Mel3-
modellen, d.h. sozialwissenschaftliche BErkingsbegriffe lassen sich meist
nicht nur durch einen Indikator messen (z.B. Parteisympathie Sonn-
tagsfrage).
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Die Behandlung von Problemen dieser Art erfolgt durch Methoden der multiva-
riaten Datenanalyse.

Definition: Multivariate Datenanalyse:
“die gemeinsame, gleichzeitige Analyse mehrerer Merkmale bzw.
deren Auspiigungen” [Hartung/Elpelt 1984, S. 2].

Als Beispiele hierzu werden im weiteren Verlauf einige zentrale Verfahren der
multivariaten Datenanalyse vorgestellt und die Anwendungsbedinguigém- f

ren Einsatz aufgezeigt. Im Bereich komplexer Brkihgsmodellelfr kausale Zu-
sammenhnge (Erkhrungsanalyse)ahlen hierzu

e die multiple Regressignmit einer metrischen, alingigen Variablen und
mehreren metrischen, unabigigen Variablen sowie
¢ die Diskriminanzanalysebei der die ablangige Variable nominal skaliert

ISt.

Fur die Entdeckung sozialwissenschaftlicher Begriffe auf der Basis von metri-
schen, empirischen Variablen (Strukturanalyse) dienen

e die Faktorenanalysebei der die resultierenden, theoretischen Variablen
(Faktoren) ebenfalls metrisch skaliert sind, und

¢ die Clusteranalysgdie als Ergebnis einen nominal skalierten Faktor er-
zeugt.
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6.2 Multiple Regressionsanalyse

6.2.1 Das allgemeine Modell der multiplen Regression

In Erweiterung des bivariaten Regressionsansatzes (vgl. Kapitel 5.4.2) erlaubt die
multiple Regressionsanalyse die Untersuchung deAglgkeit einer Variablen

von mehreren anderen Variablen, d.h. Ausgangspunkt ist folgende Variablenkon-
figuration:

e eine metrisch skalierte, aBingige, endogene, zu efkénde Variable y
(Regressand y)

e mehrere metrisch skalierte, unaufgige, exogene, eidende Variablern;
(j=1,...,m) (Regressoren)

Ebenso wie im bivariaten Fall wird aufgrund theoretischer bzw. mel3theoretischer
Annahmen von der Existenz einsearenZusammenhangs zwischen y und den
x; ausgegangen:

y="bg+ bixy +boxo+ ...+ bz,

Fur den einzelnen Befragtéin= 1, ..., n) ergibt sich daraus:

Yi = by + bixin + bawio + ...+ by

Durch die Einfihrung einer Hilfsvariablem,, deren Variablenwerte alle den Wert

1 erhalten ¢, = 1,7 = 1,...,n), kann der lineare Zusammenhang zwischen y
und denz; auf der Ebene aller empirischen Werte in Matrizenschreibweise for-
muliert werden:

y=Xb
wobei
Y1
Y2
Yy = .
Yn
denn—dimensionalen Spaltenvektor der Messungen vony,
bo
A

b
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den(m + 1)-dimensionalen Spaltenvektor der Regressionskoeffiziéntend

1 11 N 'xlj e Tim

1 Toq e $2j [N Tom
X =

1 Til N xZ] . o LTim

1 Tl N $n] o Tom

die (n x m + 1)—dimensionale Matrix der Werte der undipigigen Variablen;
bezeichnet.

Im Fall der bivariaten Regression hat die Matrix der uréaigigen VariablenX
genau zwei Spaltem{ = 0, 1) und der Vektor der Regressionskoeffizienten zwei
Werte (o, b1).

Beispiel:  Uberpiifung einer (MeR-)Theorie der Parteisympathie

Hypothese: Parteisympathie ist eine lineare Projektion der pelishen Sympa-
thien und Antipathien gegéber einzelnen Parteipolitikern auf eine
Partei.

Ausgangspunktifr die Uberpiifung der Hypothese mit Hilfe der multiplen Re-
gressionsanalyse ist die oben eindete Matrizengleichung, wobei

Y1
Y2
Yy = :
Yn
den Vektor der Antworten auf die Sympathieskalometerfrage zu einer Partei (z.B.
CDU) bezeichnet, @hrend

1 :1’/‘11 PR xl] DY l’lm

I o Toj Tom
X = i

1 Ti1 xij Tim

1 Tni L Tnm
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die (n x m + 1)-Matrix der Antworten aufm Sympathieskalometerfragen
beziglich Spitzenpolitikern aus dieser Partei ist.

Die formulierte Grundgleichung der multiplen Regression beschreibt einen deter-
ministischen Zusammenhang zwischenaidiger und unalé#ngigen Variablen,
der in den Sozialwissenschaften in der Regel unangemessen ist.

Analog zum bivariaten Ansatz wird die Existenz eines Fehlertetm§ =
1,...,n) angenommen, in dem alle Saiafehler dery;-Werte aufgrund der;;-
Werte zusammengefalit sind (z.B. Hislte nicht bercksichtigter Erkhrungsva-
riablen, Mel3fehlerir y;, fehlerhafte Spezifikation der funktionalen Beziehung
zwischeny; undz;;).

Da e als Zufallsvariable aufgefaldt werden kann, deren Werthe y; zusatzlich
beeinflussen — wobei sich deren Wirkung im Mittel aufhebt«) = 0) —, wird
bei Einbeziehung det; in die Regressionsgleichung auch von eingtiochasti-
schen Regressionsmodgésprochen:

Yi = boTio + b1wi1 + baTio + ...+ by Tim + €, (i=1,...,n)

bzw.
y=Xb+e

Lediglich die geschtzten Variablenwertg; erfullen die urspiingliche Regressi-
onsgleichung mit

Ui = bozio + biwi + bazia + ... + byTim, (i=1,...,n)

bzw.
y=Xb

Somit lal3t sich das stochastische Regressionsmodell auch wie folgt modellieren:
yi:g)i—i—ei, (Z:L,?’L)

bzw.

A

y=yte
Hieraus folgt fir den Fehlerterm:
ei:yi—gji, (221,,71)

bzw.
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6.2.2 Die Verallgemeinerung der Kleinstquadratschtzung flr
m Regressorenf > 1)

Ebenso wie im bivariaten Fall besteht die Aufgabe bei der multiplen Regression
darin, den Regressionskoeffizienterurch Minimierung des Fehlerternesmit
Hilfe der Kleinstquadratmethode zu sthen.

Die Regressionsgleichung, die Prognosegleichung und der Fehlerterm lauten f
den allgemeinen Fall:

Yi = boTio +biwin + baio + ...+ bTim) + €

Ui = boTio + bixit + boio + ... + by,

e = Yi— Ui

bzw. in Matrizenschreibweise:

y = Xb+e
y = Xb
e = y—Xb

Die Matrix X und der Vektor der atiingigen Variablefy ) sind gegeben. i die
Schatzung der Regressionskoeffizienten wird von der Summe der Fehlerquadrate
dere; (1 =1,...,n) ausgegangen:

Se) = Yo =D (i~ 0n)?

= > (yi — (bozo + b1z + ... + binTim))? = Minimum
=1

Die Durchuhrung der Kleinstquadratsétzung erfolgt in der Matrizenschreib-
weise. DelUbergang von der Summen- zur Matrizendarstellungifis Minimie-
rungskriteriumsS(e) laf3t sich dabei an einem einfachen Beispigl@ern ¢ = 2):

2
e
Ze?:e%+e§:(el es) <1> = ele

=1
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= (y— Xb)"(y — Xb)

= yly—y' Xb-b"XTy+b"X"XD
= yly — (Xb)Ty —b" X"y +b" X" X0b
= yly—b"XTy - b"XTy +b"XT X0
= yly—26" XTy + 6" X" Xb

Partielle Ableitungen nach:

6S(e) 5(yTy)_2(5(bTXTy)+5(bTXTXb)
b b b b

= —2XTy+2XTX0b

Normalengleichungifr b:
0 = —2XTy+4+2X"X0b

X'Xb = X'y

Unter der Voraussetzung, ddX” X) invertierbar ist, kann die Gleichung von
links mit (X” X)~! multipliziert werden:

(XTX) M XTX)b = (XTX)'XTy

Da(X'X)(X'X) = E, und E,b = b lautet die losung fir die Scktzung
des Regressionskoeffizientenvektbrs

b= (XTX)'XTy
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Eigenschaften voby:

o Steigt (fllt) unter sonst gleichen Bedingungen der Wert gésn Regressi-
onskoeffizienten um eine Einheit, dann steigtl{f der Wert der abangigen
Variablen um so viele Einheiten, wig grol3 ist.

e Das Vorzeichen voh; gibt die Richtung der Beziehung zwischepund y
an.

e b, istder relative Erkdrungsbeitrag der Variablen fury, wenn alléibrigen
xy (k # j) konstant und die MaReinheiten der betrachteten Variablen gleich
sind. Dies wird durch die Standardisierung dgerreicht:

Berechnung von standardisierten Regressionskoeffiziehnteraus b;
(s.S. 99):

" S, .
b; =bj—, (j=0,...,m)
Sy

e Der standardisierte Regressionskoeffizient ist dimensionslos und auf das In-
tervall von[—1, +1] beschankt.

Die SclatzfunktionS(e) ist — als lineares Gleichungssystem — nur dann ein-
deutig bsbar, wenn die Zahl der Untersuchungseinheité@fgr oder gleich der
Anzahl der unab@ingigen Variablen ist{ > m), d.h. wenn es mindestens so viele
Bestimmungsgleichungen wie unbekanhtgibt.

Bemerkung: Die Forderung nach Invertierbarkeit voX” X))~ ist die Verall-
gemeinerung der Forderung im bivariaten Fall, dal3 die Varianz der
erklarenden Variablem;, ungleich Null ist.

Voraussetzungiir die Invertierbarkeit voiX” X)~! ist dabei die
Annahme, daf&lle Variablenz; voneinandelinear unabléngig
sind:

z; ( =0,...,m) linear unabhngig
— Rang(X) istmaximal & n)

—> X ist regubr

— X7 X ist regubr und invertierbar
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6.2.3 Ein Gitemal’ zur Beurteilung von Regressionsséitzun-
gen

Ebenso wie im bivariaten FaléBt sich auch hier das Bestimmtheitsnizf3als
Gutekriterium verallgemeinern (vgl. Kapitel 5.4.3). Danach ditt &2 :

> gt —ny?
R2 — =1
> i —ni’
=1
bzw. in Matrizenschreibweise:
R2 _ @T:’; - ng2
yTy — ny?
Weiterhin BRt sich umformen:
gy = (Xb)'Xb
= b'XTXb
= PV XTX(XTX)'XTy
— bTXT'y
Somit ARt sichk? ausy, X undb berechnen:

R2 — bTXTy - ng2
yly —ny?

Eigenschaften voR?:

1. R? gibt den Anteil der durch alle unabkhgigen Variablen:; erklarten Va-
rianz vony an (PRE-MafR! < R? < 1)

2. Analog zum bivariaten Fall isk? abhangig von extremendlen, d.h. es
werden nicht alle Variablenwerte gleich behandelt.

3. Weiterhin istk? abhangig von der Zahl der unakhgigen Variablemicht
aber von der Anzahl derdle — wenn digk + 1)-te Variable nicht linear
von denk bisher in die Regression aufgenommenen Variablediadply ist,
steigt R? durch die Hinzunahme dék + 1)-ten Variable an; bei Fallen
ist die n-te Variable auf jeden Fall von allen anderen Variablenaaigjg,
daher ist? bein Fallen undn — 1 Variablen auf jeden Fall gleich 1.
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4. Das korrigierteR% R? = (R%*— %) (nﬁgil) tragt diesem Effekt

Rechnung; hier kann allerdings die Aufnahme eineémzlihen Variablen
zu einer Verminderung des korrigiertéti fuhren.

Griinde fir ein niedrigesi?:

e Spezifikationsfehler (z.B. fehlende Eékuingsvariablen)

e Mel3fehler in den Indikatoren (wird etwa in dem folgenden Beispiel zu je-
dem Wert der abdngigen Variablen V217 eine normalverteilte Zufallsva-
riable mit Mittelwert 0 und Standardabweichung 0.2 addiert, so sfitkt
geringligig ab; bei einer Standardabweichung von 1 siitkivon 0.70144
auf 0.61422; dabei wurde nur V225 als unabgige Variable benutzt)

Das nachfolgende Beispiel zeigt die Ergebnisse einer multiplen Regression mit
der Zufriedenheit mit der Regierung (V217) als abpiger Variable und den
Sympathieskalometern voritirenden Politikern der Regierungsparteien CDU,
CSU und FDP (Bangemann (V222), Genscher (V224), Kohl (V225), Stoltenberg
(V228), Strauf3 (V229)) als unabhgige Variablen. Die Auswahl der Regressions-
methodeFORWARDBedeutet, dal’ nacheinander immer die Variable in die Regres-
sionsgleichung einbezogen wird, die jeweils debiiien Anteil an der Varianz der
abhangigen Variablen erirt und die gleichzeitig auf dem 5%-Niveau (Default-
Einstellung) signifikant ist (sieh®8ig T -Werte).

Die Analyse zeigt, dal’ erwartungsg&iKohl mit einem Erldrungsanteil von
Uuber 70% R Square = 0.70144) als erste Variable in die Gleichung einbezo-
gen wird. Im zweiten Schritt erfolgt die Hinzunahme von Stoltenberg, so daf3
fur beide Variablen zusammen ein Ekingsanteil von 72.3%R( Square =
0.72328) ereicht wird. Ein dritter Regressionsschritt schliel3lich bringt eine Er-
weiterung durch Strauf3 (als Nichtregierungsmitglied!) und damit einen Gesamter-
klarungsanteil von 73.19%R( Square = 0.73075). Wie aus deBig T -Werten

fur die Sympathieskalometeiirf Genscher und Bangemann ersichtlich (0.1495
bzw. 0.4621), sind diese beiden Variablen auf dem 5%-Niveau nicht signifikant
und werden daher nicht in die Regressionsgleichung aufgenommen.

Insgesamt zeigt sich, dafld der multiple Regressionsansatz die Hypothese von der
herausragenden Bedeutung der Person des KaniledgefZufriedenheit mit der
Regierung noch atker unterditzt, als dies bei der bivariaten Regression der Fall
watr.

* SPSS-Aufruf: REGRESSION /VARIABLES V217 V222 V224 V225 V228 V229
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* /DEPENDENT V217 /METHOD FORWARD.
R oK MULTIPLE REGRESSION R KK

Equation Number 1 Dependent Variable.. V217 SKALOMETER:CDU CSU-FDP
Variable(s) Entered on Step Number

1. V225 SKALOMETER: H KOHL
Multiple R .83752
R Square .70144
Adjusted R Square .70083
Standard Error 1.50646
Analysis of Variance

DF Sum of Squares Mean Square

Regression 1 2575.29474 2575.29474
Residual 483 1096.12794 2.26942
F = 1134.78300 Signif F = .0000

Variable B SE B Beta T SigT
V225 .720092 .021376 .837522 33.687 .0000
(Constant) 2.095243 .153430 13.656 .0000

Variable Beta In Partial Min Toler T SigT

V222 .005460 .008330 .694818 .183 .8550
V224 072714 .118912 .798453 2.629 .0088
V228 196943 .270467 .563085 6.168 .0000

V229 181397 .229683 478658 5.181 .0000
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FoRoE K MULTIPLE REGRESSION FowoRx

Equation Number 1 Dependent Variable.. V217 SKALOMETER:CDU CSU-FDP
Variable(s) Entered on Step Number

2.. V228 SKALOMETER:G STOLTENBERG
Multiple R .85046
R Square .72328
Adjusted R Square 72214
Standard Error 1.45182

Analysis of Variance

DF Sum of Squares Mean Square
Regression 2 2655.47899 1327.73949
Residual 482 1015.94370 2.10777
F = 629.92707 Signif F = .0000

Variable B SE B Beta T SigT
V225 .608166 .027454 707344 22.153 .0000
V228 242621 .039336 .196943 6.168 .0000
(Constant) 1.021944 .228353 4.475 .0000

Variable Beta In Partial Min Toler T SigT
V222 -.035880 -.055423 .498834 -1.217  .2241
V224 .018568 .029657 497841 .651 5155

V229 130512 .164307 407351 3.653 .0003
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koK MULTIPLE REGRESSION FowoRx

Equation Number 1 Dependent Variable.. V217 SKALOMETER:CDU CSU-FDP
Variable(s) Entered on Step Number

3. V229 SKALOMETER: F J STRAUSS
Multiple R .85484
R Square .73075
Adjusted R Square 72907
Standard Error 1.43357

Analysis of Variance

DF Sum of Squares Mean Square
Regression 3 2682.90607 894.30202
Residual 481 988.51661 2.05513
F = 435.15634 Signif F = .0000

Variable B SE B Beta T SigT
V225 .546933 .031872 .636125 17.160 .0000
V228 199723 .040578 162122 4.922 .0000
V229 .110945 .030369 130512 3.653 .0003
(Constant) 1.024042 .225484 4542 .0000

Variable Beta In Partial Min Toler T SigT
V222 -.042054 -.065748 .378548 -1.444 1495
V224 .020739 .033574 .398552 736 .4621

Equation Number 1 Dependent Variable.. V217 SKALOMETER:CDU CSU-FDP
End Block Number 1 PIN = .050 Limits reached.
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6.2.4 Signifikanztests in der multiplen Regressionsanalyse

In der multiplen Regressionsanalyse sind sowohl die berechneten Regressions-
koeffizientenb als auch die @te der GesamtsétzungR?? auf ihre Signifikanz
bezogen auf die Grundgesamtheit zu testen.

Mit Hilfe inferenzstatistischer Sctigse lassen sich im Rahmen der multiplen Re-
gression zum Beispiel folgende Fragen beantworten:

e Hat eine Gruppe vom Regressoren oder haben einzelne Regressoren einen
signifikanten Einflu3 auf y?

e Ist ein geschtztesR? signifikant? Insbesondere: Wird bei Hinzunahme ei-
ner weiteren unalingigen Variablena,,. ;) R? signifikant?

¢ Inder Stichprobe wurden zwei Regressionskoeffiziehtendb; gesclatzt.
Wie grol? ist die Wahrscheinlichkeit, daf? in der Grundgesamthen b;
verschieden ist?

Dabei wird der Test vob analog zum bivariaten Faliif jeden einzelnen Regres-
sionskoeffizienten; (j = 1,...,m) mittelst-Test (vgl. Kapitel 5.4.5) vorgenom-
men.

Der Signifikanztestiir die Gesamtigte der Schtzung erfolgt mit Hilfe ded-
Tests. Als Vorbereitung hierzu ist es notwendigy, len zu testenden Parameter
R? eine Zufallsvariable zu konstruieren, die einer bekannten Wahrscheinlichkeits-
verteilung — hier detf”’-Verteilung — geiigt (vgl. Anhang A.3).

Da sichR? aus der Summe der quadrierten Zufallsvariabjghildet (vgl. y*y

in der Berechnungsformellf 2?), handelt es sich bei diesem Anteil der érkén
Varianz von y ebenso um eing-verteilte Zufallsvariable wie bei dem Anteil der
unerkirten Varianzl — R%. Somit ARt sich eing’-verteilte Zufallsvariable mit
df, = k — 1 unddf, = n — k Freiheitsgraden konstruieren:

Anteil erkarter Varianz von y

F Antelil nicht erkérter Varianz von y

Rk~ 1)
(1-R%/(n—k)

R*(n — k)
(1-R?)(k—-1)

1Der Test vonR? eriibrigt sich im bivariaten Fall, daif standardisierte Variabldn = r =

VvV R? gilt.
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Bei dem hier durchgé&hrten Test handelt es sich um einen einseitigen Test, da
— wie aus der graphischen Darstellung delerteilung ersichtlich — fur alle
Werte der Zufallsvariablen gRer ist alg).

Durchfiihrung des Hypothesentests

1. Schritt: Hypothesenformulierung
Hy:i=0=...=06,=0
Hp:01#0V B A0V ...V, #0

2. Schritt: Bestimmung einer Rifverteilung

R%*(n — k)

F= (1— R2)(k—1)

3. Schritt: Bestimmung der Freiheitsgrade

dfy =k — 1
dfgzn—k’

4. Schritt: Bestimmung des Signifikanzniveaus

5. Schritt: Ermittlung des theoretischen Verteilungswerteésnd Berechnung des
empirischen Verteilungswertés,,,,,

Wahrend der theoretische Verteilungswerin Abhangigkeit vona,
dfy und df, aus Tabellen ermittelt werden kan@fik sichf,,, nach
obiger Formel berechnen.

6. Schritt: Entscheidungiber die Ablehnung voi®/,,
Esqgilt: P(Fip < F)=1—«

Fonp < F: Der empirischeF-Wert befindet sich im geahlten
Vertrauensbereichl (— «), d.h. die Informationen rei-
chennichtaus, umH, zu verwerfen.

F.., > F : Derempirische’-Wert befindet sich nicht im Bereich
der gevahlten Irrtumswahrscheinlichkeit, d.h. es be-
steht nur noch eine Wahrscheinlichkeit ven daf3
der F-Wert giol3er als der Rifwert ist und somitH,,
falschlicherweise verworfen wird.
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Interpretation: Bei Ablehnung der Nullhypothese hat das gédzte Regressi-
onsmodell einen von Null verschiedenen signifikanten Varian-
zerklarungsanteil.

Bemerkung: Im Rahmen einer multiplen Regressionsanalyse mit Hilfe von
SPSS werden dieWerte und derF'-Wert zusammen mit den
daraus resultierenden Signifikanznivea®g( T bzw. Si-
gnif F ) standardra3ig ausgegeben. So bedeutet ein Signi-
fikanzniveauSignif F = 0.023, dal3 die gesamte Regressi-
onsscktzung mit einer Fehlerwahrscheinlichkeit von 2.3% si-
gnifikant ist. Ein vorab festgelegtes Niveau von 5%rde da-
nach zur Ablehnung der Nullhypothesénfen.

In dem aushhrlichen Beispiel auf Seite 132 wird ein Signifi-
kanzniveau vorSignif F = 0.0000 ermittelt, d.h. dielif die
Regressionssélizung geltende Fehlerwahrscheinlichkeit liegt
sehr nahe bei Null.

6.2.5 Annahmerilberprifung im klassischen, linearen Regres-
sionsmodell

Wie in den vorangegangenen Kapiteln gezeigt, ist die Anwendbarkeit von Ver-
fahren der Regressionsanalyse an bestimmte Annahmenigfekiz.B. Ho-
moskedastizét). Das Nichteiilltsein dieser Voraussetzungen verhindert nicht
zwangshufig die Anwendung dieser Verfahren, es kann aber dazeh, dafd

e ein geeigneteres Satrverfahren anzuwenden ist (z.B. 2KQ-&t#ung,
Aitken-Sclatzung) bzw.

¢ Interpretationen nur in eingesé@mktem Malie zéissig sind.

Die Kenntnis dieser Annahmeund ihre Uberpiifung sind daher notwendiger
Bestandteil einer konkreten Regressionsanalyse.

Ausgehend von der allgemeinen Regressionsgleichung
y=Xb+e

werden daher im folgenden

e die wesentlichen Annahmen des klassischen, linearen Regressionsmodells
noch einmal zusammengestellt und
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o Maoglichkeiten zu ihreUberpiifung und geeignete AbhilfmaRnahmen bei
Nichterfulltsein aufgezeigt.

Dabei ist zu bdicksichtigen, daR die geschilderteiberpiifungsniglichkeiten
einen erheblichen Interpretationsspielrauim dlen Anwender beinhalten, da es
sichberwiegend um die visuelle Beurteilung von Graphiken (z.B. Verteilung der
Residuen) handelt.

In der folgenden Tabelle sind die Aberpiifenden Annahmen nach den einzelnen
Elementen der Regressionsgleichung aufgésdsealt:

allgemein Yy X b e

linearer Zu-| Normalver- | lineare Un-| konstante Normal-
sammenhang teilung abhangigkeit | Regressions-| verteilung;
zwischen vy derz; koeffizienten | E(e) = 0;
und z;,(j = bj;, (j = | konstante
1,...,m) 1,...,m), Varianz

fur alle Un-| (Homoske-
tersuchungs-| dastizigt);
einheiten keine Auto-
korrelation

Die Uberpiifung, ob die Regressionskoeffizientefilr alle Beobachtungen kon-
stant sind, unterbleibt, da diese Annahrae@uerschnittsanalysen, d.krDate-
nerhebungen zu einem Zeitpunkt, im allgemeinen plausibeliistL&ngsschnitt-
untersuchungen (z.B. Zeitreihen) dagegen kommt diesem Aspekt Bedeutung zu,
da die Gewichtung einer unahigigen Variablen, ausgeohkt durch den jewei-

ligen Regressionskoeffizienten, sich durch unerwartete Ereignisse im Zeitverlauf
verandern kann (z.B. die Sympathi@érfeinen Minister aufgrund eines von ihm
durchgesetzten Gesetzesvorhabens).

Die in den folgenden Kapiteln dargestellten Ergebnisse eines SPSS-Laufes bezie-
hen sich alle auf das Regressionsbeispiel auf Seite 132ff, bei dem der Einflul3 der
Sympathie zu einzelnenjtirenden Politikern der Regierungsparteien CDU, CSU
und FDP (Bangemann, Genscher, Lambsdorff, KohlinB| Stoltenberg, Straufl3)

auf die Sympathie zur Regierung insgesamt untersucht wurde.

1. Linearit at

Der lineare Zusammenhang zwischen y und denvird anhand der Form der
in Streuungsdiagramme$PSS:REGRESSION .../SCATTERPLOT(...) )
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dargestellten Punktwolki@berpiift. Dies ist im bivariaten Fall auf direktem Weg
moglich:

Standardized Scatterplot
Across - V225 Down - V217
OUt +4----temmmetmmee oo

3 + + Symbols:
I |
| | Max N
2 + +
| - [ . 7.0
| Lo | : 14.0
1+ - + 28.0
I ' * *.* | |
ok A .
..... o
| g
1+ e +
I ...... | |
2+ * +
| :
-3 + +
Out +#-----t-=cmmtmmme Gt Bttt o
-3 -2 -1 0 1 2 3 Out

Abb. 6.1: Sympathie Regierung (V21 Sympathie Kohl (V225)

Im multiplen Fall erlaubt die Untersuchung des Streuungsdiagramms zwigchen
und den gesdtzten Werten auf der “Regressionsgeragieine Aussagéber die
Linearitat. Dem liegt folgendé&berlegung zugrunde:



6.2. Multiple Regressionsanalyse 141

Im Falle = 0, d.h. wenn die Anpassung der empirischen Werte von y an die Werte
auf der “Regressionsgeradef’optimal ist, gilt:

y=9

Fur das Streuungsdiagramm mit diesen beiden Variablen bedeutet dies, dal3 um so

eher die Linearditsannahme gerechtfertigt ist, jgher die Punkte an der Winkel-

halbierendeny = y) liegen:

Standardized Scatterplot
RED

Across - *ZP Down - V217
Out ++----- +-e- +ee- +-am- +-mm- +me- ++

3 + + Symbols:
I I
| | Max N
2 + +
| : | . 18.0
| * | : 36.0
1 |+ . |+ * 74.0
I * I
0 + * +
I * I
I - I
-1+ * +
I I
I I
-2+ +
I I
I I
-3 + +
(@] V] i U R S S —
-3 -2 -1 0 1 2 3 Out

Abb. 6.2: Sympathie Regierung (V21#) gesclatzte Sympathie RegieruntZPRED)

Wurde zuvor ein nichtlinearer, mathematischer Zusammenhang eindeutig iden-
tifiziert (z.B. Exponentialfunktion), besteht in bestimmteall€n die Moglich-

keit einerTransformatiorauf einen linearen Ansatz. Dabei ist zu beksichtigen,

daf3 durch eine Transformation Eigenschaften verlorengehen bzw. neu entstehen
konnen (z.B.z;; > 0 bei einer logarithmischen Transformation), die &tiatich
uberpiift werden niissen.

Beispiele:

1. y = ae®¢

=
"=d +bx+¢"
mit ' = Iny
ad = Ina

e/ = Inée
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2. y=a-+bx + bt +e¢
_
Y =a+bixy + boxg + €
mit xo = 22

3. y=a+blogz+¢€
_
v =a+bax +¢
mit 2’ = log x

4. y=a+bl+e

—
Y =a+bx +¢
mit 2/ = 1

x
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Abb. 6.3: Graphische Bedeutung verschiedener Transformationen

2. Annahmen beiziglich der Residuen

Die meisten Annahmen werden liggich der Residuee getroffen. Insofern ist
die Untersuchung der Residuen (= Residuenanalyse) ein Schwerpunkt bei der An-
nahmefiberpiifung (SPSSREGRESSION .../RESIDUALS ).

Der Mittelwert der Residuen ist dab@er die Residuenstatistik ermittelbar:

Equation Number 1
Residuals Statistics:

Min
*PRED .8515
*RESID -6.6949
*ZPRED -2.0739
*ZRESID -3.8284
Total Cases = 500

Dependent Variable..

V225 SKALOMETER: H KOHL
Max Mean Std Dev N
10.6278 6.4489 2.6989 499
7.1932 .0000 1.7470 499
1.5484 .0000 1.0000 499
41133 .0000 .9990 499
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Die Uberpiifung auf Normalverteilung der Residuen ist auf zwei verschiedene
Arten moglich:

1. Ausgabe eines Residuenhistogramms (mit eingeblendeter Normalvertei-
lung)
(SPSSREGRESSION .../RESIDUALS HISTOGRAM(*ZRESID) )

Histogram - Standardized Residual

o 00 WO © N
oo h~NONBAMANPOPMNZ

49

Exp N

.38
.76
1.95
4.45
9.10
16.68
27.38
40.25
53.00
62.51
66.05
62.51
53.00
40.25
27.38
16.68
9.10
4.45
1.95
.76
.38

(* = 2 Cases, . » = Normal Curve)

Out *

3.00 **

2.67 .

2.33 *

2 OO *kkk

1.67 ** .

1 33 *kkkkhkkkkkk

1.00 .
67 *hkkkkhkkkkkkkhkhkkkkhkhkkhkhkhkhkkhk-kkhkkhkkkhkkhkkkhhkhhkhhhhkhkkikkkkx
3 3 *kkkkkkkkkkhkkhkhhkhhkhhhhhhkhhk-khhhhhkhhhhhhhiix
00 *kkkkhkkkhkkhkkhhhkhhhhhhhhhhhhhhhk -khkhkhhiix

- 33 *hkkkhkkkhkkkkhkhkhhkhkhkhkhhkhhkhkhhkhkhhkk-khkkkhkhkhkkikkk

-.67

_1 OO *kkkkkkkkkkkkkkkkhk-kkkxx

-1.33
S1.B7 FrrEkEkkk
22.00Q Frrkexk
-2.33
-2.67 ***
-3.00

Out **

2. Darstellung der Wahrscheinlichkeitsverteilurigy die
SPSS-Grafik:Observed ) zusammen mit derif die Normalverteilung
(graphischExpected ).

(SPSSREGRESSION .../RESIDUALS NORMPROB(*ZRESID))

Residuen (in der

Je raher dabei die Punkte an der Winkelhalbierenden liegen, um so besser
ist die Anrdherung der Residuen an die Normalverteilung. Aufgrund des
funktionalen Zusammenhangs zwischemund y in der Regressionsglei-
chung folgt aus der Normalverteilung verauch die Normalverteilung von

Y.
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Normal Probability (P-P) Plot
Standardized Residual

1.0 + + + + *k
| *%% |
| ***)\-. |
| * |
| |
.75 + * +
| *kkkkk |
o I I
b | *, |
s | |
e .5 + +
r | * |
v | : |
e | .******* |
d | L * |
.25 + . +
| *kkkkkk |
| |
| *kkk |
[** |
+ + + + + Expected
.25 5 .75 1.0

Abb. 6.4: Streudiagramm von beobachteter und erwarteter Wahrscheinlichkeitsverteilung

Bei der Uberpiifung, ob die Varianz der Residuen konstant ist (Homoskedasti-
zitat), ergibt sich das Problem, daf lediglich eine Stichprobe vorliegt. Hinweise
darauf, dal3 die Varianz bei mehreren Stichproben konstant bletreri&k erge-

ben sich durch die Untersuchung der Streuungsdiagramme zwischen dem Resi-
duum und der unal@mgigen Variablen oder dem Residuum und der gazéén
abhangigen Variablen (Abbildung 6.5)

(SPSS: REGRESSION .../RESIDUALS /SCATTER-
PLOT(*RESID,V225) bzw. /RESIDUALS /SCATTER-
PLOT(*RESID,*PRED) ).

Falls die Spannweite der Residuen mit ansteigenden (fallenden) Werten der je-
weils anderen Variablen ebenfalls anstei@il(f, weist dies darauf hin, daf3 die
Variabilitat bei kleinen (grol3en) Werten der @olgigen Variablen kleiner (gRer)

ist als bei grol3en (kleinen).
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Standardized Scatterplot
Across - V225 D
out ++

+ + Symbols:
I I
| | Max N
2 + +
I | . 7.0
| | : 14.0
1+ . + % 28.0
I ....... i | |
0 + * * % +
* %
I ...... [ |
1+ +
| B
-2 + +
I I
/ -
[ T S Y
-3 -2 -1 0 1 2 3 Out
Standardized Scatterplot
Across - *PRED Down - *RESID
out ++----- +--  + - P T ++
+ . . + Symbols:
I
| | Max N
2 + +
| | 7.0
| o | 14.0
1+ e + % 28.0
I ...... . | |
O + * * * +
* *
I ..... | |
S+ +
| B
-2+ +
| B
-3 + +
out ++----- B B — S Su— B ++
-3 -2 -1 0 1 2 3 Out

Abb. 6.5: Streudiagramm von Residuum und uréaigiiger/geschtzter Variablen

Im obigen Beispiel ist dies nicht erkennbar, sondern die Punktwolke entspricht
eher einem gleich&fdigen horizontalen Band. Ein typisches Punktwolkenmuster,
das auf nbgliche Homoskedastit hinweist, zeigt das konstruierte Beispiel in
Abbildung 6.6, in dem die Residuen mit steigender uialgiiger Variable einen
Trichter bilden.
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Standardized Scatterplot

Across - Vxxxx Down - Vyyyy
Out ++----- B — [ — R — B — E ++
3 + . +  Symbols:
| .
| e Max N
2+ +
| LR . 7.0
lfF * : 14.0
1+ T N 28.0
I SR ****.;...i
O+ * * % +
| T
| . e
-1+ B &
I ........ *||
2+ I
I ...... ||
34 SRR
Oout ++----- B S Y R B . +--, ++
-3 -2 -1 0 1 2 3 Out

Abb. 6.6: Streudiagramm dglicher HomoskedastiZt

Bei der Untersuchung der Residuen auf Autokorrelation besteht dgdidhkeit
einer fallweisen Ausgabe der Residuen.

(SPSS: REGRESSION .../CASEWISE OUTLIERS(3)
PLOT(*ZRESID) )

Casewise Plot of Standardized Residual

Outliers = 3. *. Selected M: Missing
-6. 3. 3. 6.
Case # O..... ......0 V225 *PRED *RESID

5 . * 1 6.7173 -5.7173
98 . oL 1 7.6949 -6.6949
194 . *. 2 7.6949 -5.6949
287 . Wx 11 5.7397 5.2603
323 . o ¥ 11 4.7620 6.2380
336 . . . 1 6.7173 -5.7173
376 . .o ¥ . 10 2.8068 7.1932
418 . ¥ . 11 5.7397 5.2603

8 Outliers found.



6.2. Multiple Regressionsanalyse 147

Outliers - Standardized Residual

Case # *ZRESID

376 4.11329
98 -3.82835
323 3.56704
336 -3.26932
5 -3.26932
194 -3.25653
418 3.00800
287 3.00800
190 2.98242
150 2.98242

Ein erkennbares Muster bei der Ausgabe weist dabei auf eine gegenseitige
Abhangigkeit von Residuenwerten hin. Diediglichkeit der fallweisen Ausga-

be von Residuen eignet sich sinnvollerweise riurrelativ kleine Stichproben.
Ebenso ist darauf hinzuweisen, daf3 bei Querschnittsbefragungen die Erfassungs-
reihenfolge keine Rolle spielt und somit das Nichterkennen eines Musters Auto-
korrelation nicht automatisch ausschlief3t

Im Zusammenhang mit der Residuenanalyse sind einige generelle Bemerkungen
zur Behandlung von “Ausreif3ern” angebracht:

Als AusreiRer werden &le bezeichnet, die (relativ) weit von der Regressions-
geraden entfernt liegen (z.B. mehr als zwei Standardabweichungen), also durch
diese schlecht gesatrt werden und die @e der Schtzung insgesamt herabset-
zen. Mit Hilfe einer Residuenanalyse (vgl. obiges Beispiel) lassen sich Ausreil3er
identifizieren, um beispielsweise auf der Ebene des einzelnen Datensatzes nach
Ursachen zu suchen (z.B. Kodierfehler, generelles extremes Antwortverhalten)
oder auch den relativen Einflu® diesélE abschtzen zu knnen (z.B. Regressi-
onsscktzung unter Ausschluld der Ausreiler).

3. Kollinearit &t zwischen Regressoren
Die Forderung nach linearer Unaligigkeit zwischen den einzelnen énldnden

Variablenz; lalt sich direkt aus dem linearen Regressionsmodell ableiten. Sei
dazu beispielsweise

y = bg + byx1 + boxs + €, mit To = axq,

2Fir die Untersuchung der Autokorrelation von Zeitreihen istzigch der Durbin-Watson-
Test anwendbar (SPSREGRESSION .../RESIDUALS DURBIN).



148 Kapitel 6. Multivariate Datenanalyse

d.h.z, ist linear vonz, abrangig. Dann gilt:

y = bo+ bz +ba(axy) +e
= bo + (b1 + bga)l’l +e

Im Rahmen der Regressionsanalyse werden die Koeffiziéntamd b, gesclatzt.
Die Ermittlung des “wahren” Regressionskoeffizientén + b.a) ist nicht
maoglich.

Fur das Vorliegen von Kollineaéaten zwischen einzelnen Variablen gibt es eine
Reihe von Hinweisen:

e Hohe Korrelationen zwischen einzelnenin der Korrelationsmatrix.

e Hoher Standardfehleiif b; (fur nicht signifikante Variablen, bei gleichzei-
tiger signifikanter Gesamtsatzung), da dieser Wert direkt von der Kova-
rianz und damit auch von der Korrelation ven zu anderen Regressoren
abhangt.

e GrofRe Schwankungen der Werte Vign wenn Variablen aus dem Modell
entfernt werden.

Als mogliche AbhilfemalRinahmen bei vorliegender Kollineatrgind zu nennen:

e Entfernung linear aldngiger Variablen aus der Regressionsgleichung. Je
nach Ausmald der Kollineaét kann es hierbei allerdings zu einem Infor-
mationsverlust kommen.

e Abschatzen der Sirke der Kollinearit mittels Durchrechnen verschiede-
ner Variablenkombinationen.

e \Vor der Durchtihrung einer multiplen Regressionsanalyse Anwendung von
Verfahren, die linear voneinander aigige Variablen “zusammenfassen”
(vgl. dazu Kapitel 6.3).
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6.3 Faktorenanalyse

6.3.1 Problemstellung

Im Rahmen der multiplen Regressionsanalygetfdie Kollineariait von Regres-
soren, d.h. lineare Aldngigkeiten zwischen einzelnen unabgigen Variablen,

zu Verzerrungen bei der Satzung von Regressionskoeffizienten. Grol3e lineare
Abhangigkeiten zwischen Variablen lassen sich auch so interpretieren, daf3 die
entsprechenden Variablen letztendlagnselbersachverhalt messen. Hieraus er-
geben sich folgende Ausgangsfragen:

e Lassen sich derartig “zusammengege” Variablen auf geeignete Art und
Weise zu einem neuen “Konstrukt” zusammenfassen?

e \Was messen diese Variablen dann schlieRRlich?

Beispiel: Sympathieskalometéir fParteien

* SPSS-Aufruf: FACTOR /VARIABLES V212 TO V216

* /PRINT UNIVARIATE CORRELATION EXTRACTION.
Mean Std Dev Label

V212 7.42222 2.55892 SKALOMETER: SPD

V213 97172 2.88708 SKALOMETER: CDU

V214 6.17778 3.13087 SKALOMETER: CSU

V215 6.11313 2.35411 SKALOMETER: FDP

V216 4.84848 2.94746 SKALOMETER: DIE GRUENEN

Number of Cases = 495

Correlation Matrix:

V212 V213 V214 V215 V216
V212 1.00000
V213 -43295 1.00000
V214 -.44802 .83365 1.00000
V215 -.12926 49995 46390 1.00000
V216 A2477  -.45986 -.44019 -.17286 1.00000

Als ein Mal} fir die Beurteilung von linearer Aldimgigkeit zwischen zwei Va-
riablen kann der Produkt-Moment-Korrelationskoeffizierdangesehen werden.
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Die Betrachtung einer Korrelationsmatrix gibt daher erste Anhaltspuiikerie
mogliche Zusammenfassung von Variablen.

So lassen sich anhand der Korrelationskoeffizienten Gruppen von Parteien zu-
sammenfassen ((CDU, CSU, FDP) bzw. (SPD, Diér&n)), die innerhalb einer
Gruppe deutlich positiv, zu Mitgliedern der anderen Gruppe aber negativ korre-
liert sind. Dies &3t vermuten, dal’ die &tler das Parteiensystem weitgehemd
dimensionamit den beiden PoleRegierungindOppositionsehen. Einéhnliche
Konstellation ergibt sich auf der Ebene der Sympathieskalometer von Politikern,
bei denen Regierungspolitiker bzw. Oppositionspolitiker untereinander eine ho-
he positive Korrelation aufweisen,airend sie zu Politikern der jeweils anderen
Gruppe negativ korreliert sind.

* SPSS-Aufruf: FACTOR /VARIABLES V222 TO V231

* /PRINT UNIVARIATE CORRELATION EXTRACTION.
Mean Std Dev Label

V222 5.63333 2.40019 SKALOMETER: M BANGEMANN

V223 6.41042 2.74457 SKALOMETER: W BRANDT

V224 6.88333 2.34742 SKALOMETER:H D GENSCHER

V225 6.43542 3.20620 SKALOMETER: H KOHL

V226 4.90625 2.95364 SKALOMETER: O SCHILY

V227 7.26875 2.75375 SKALOMETER: J RAU

V228 7.38750 2.24302 SKALOMETER:G STOLTENBERG

V229 .39792 3.23956 SKALOMETER: F J STRAUSS

V230 6.40417 2.48233 SKALOMETER: H J VOGEL

V231 5.37708 2.53030 SKALOMETER: O LAMBSDORFF

Number of Cases = 480

Correlation Matrix:

V222 V223 V224 V225 V226 V227 V228
V222 1.00000
V223 -.15363 1.00000
V224 .58340 -.19767 1.00000
V225 .55007 -.50267 .45086 1.00000
V226 -.24693 46085 -.19429 -.42843 1.00000
V227 -.15973 .64832 -.15500 -.44103 .32677 1.00000
V228 50342 -.37925 .52405 .66042 -33231 -.30723 1.00000
V229 46396 -.41968 .37289 72054 -34628 -.36889 .62661
V230 -.08720 58141 -.07322 -.26663 .31982 .70087 -.24753
V231 .60960 -.26734 .53675 59347 -23019 -.26805 .51566
V229 V230 V231

V229 1.00000
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V230 -.23526 1.00000
V231 53560 -.12702 1.00000

Unabtangig davon, daf3 die Betrachtung von Korrelationskoeffizienten nur einen
ersten Anhaltspunktif die nbgliche Strukturierung der vorliegenden Variablen
geben kann, zeigt dieses zweite Beispiel auch, dal’ die Korrelationsniateixé
groRere Anzahl von Variablen — und gerade dann machen Strukturierungen Sinn
— schnell utibersichtlich wird.

Mit der Faktorenanalyse steht ein multivariates Verfahren zuriigerfig, das eine
systematische Entdeckung von nicht direkt me3baren Variablen aus einer Menge
von gegebenen Variablen — auf der Basis einer Korrelationsmatrix — dumahf

Die Aufgabenstellung der Faktorenanaly&Btlsich wie folgt pazisieren:

Gegeben: mehrerenormalverteilte, metrisch skalierte, untereinander unkorre-
lierte Variablenz; (Observablen, Indikatoren)

Gesucht: einegeringereAnzahl normalverteilter, metrisch skalierter, nicht un-
mittelbar beobachtbarer und in der Regel unkorrelierter Variabfen
(Faktoren), mit deren Hilfe sich die Indikatoren einfacher beschreiben
lassen.

X1 X2 X3 X4

Abb. 6.7: Zuordnung von Faktoren zu Variablen

Ein weiteres Ziel der Faktorenanalyse ist daher neben einer Variablenstrukturie-
rung dieDatenreduktion

Grundstzlich lassen sich bei der Durdéhfrung von Faktorenanalysen zwei Vor-
gehensweisen unterscheiden:

o Konfirmatorische Faktorenanalyse:
Uberpiifungtheoretisch bedmdeterAnnahmen, dal3 bestimmte Variablen
hoch mit bestimmten Faktoren korreliert sind.
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e Exploratorische Faktorenanalyse:
Untersuchung und Interpretation der sich aus den Variablen ergebenden
Faktorenmuster.

In der Praxis wird es dabei eher zu Mischformen kommen, indem auf der Grundla-
ge von theoretischen Vberlegungen mit den Ausgangsvariablen experimentiert
wird.

Die Faktorenanalyse bezeichnet kein einzelnes, @ity festgelegtes Berech-
nungsverfahren, sondern sie umfal3t innerhalb einzelner Berechnungsstufen je-
weils eine Vielzahl von Varianten, deren konkrete Auswahl in der Veranwortung
eines Anwenders liegtDie nachfolgenden Kapitel spiegeln in inrer Abfolge den
grundstzlichen Ablauf einer Faktorenanalyse unter Einbeziehung der notwendi-
gen Anwenderentscheidungen wider.

6.3.2 Das Fundamentaltheorem der Faktorenanalyse

Die Faktorenanalyse geht von der Grundannahme aus, daf} zwischen Indikator-
variablen und den nichtmel3baren Faktorenligi@arer Zusammenhanigesteht,
d.h.

Ty = fua; + ..+ fiar; + oo+ firar

mit:

x;; . Variablenwert des Indikators; (j = 1, ..., m) in deri-ten Beobachtung
(it=1,...,n)

fi : Wertdes Faktorg, (k =1,...,r) in deri-ten Beobachtung

ag; . Wertdes Gewichtungskoeffizienten zwischen dem Indikafamd dem
Faktor f},

Fur die weiteren Berechnungsschritte wird von standardisierten Indikatorvaria-
blen z;; ausgegangen, d.h; = 0 und sﬁj = 1. Fur die Ausgangsgleichung der
Faktorenanalyse gilt somit:

zig = fnaj + ..o+ fisars + .o+ firrg
bzw. fur alle Beobachtungen in Matrizenschreibweise

Z=FA

3Die Tatsache, daR statistische Analysesystdinalie Durchfihrung einer Faktorenanalyse
lediglich die Angabe der zu verwendenden Variableritigen, bedeutet nur, dal3 ohne Eingreifen
des Anwenders eine Standardauswdéhidie Analyse zugrunde gelegt wird.
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mit:

Z (n x m)—Matrix der standardisierten Indikatorenwerte

F (n x r)—Matrix der Faktorwerte

A (r x m)—Matrix der Gewichtungskoeffizienten (Faktorladungsmatrix) (in

statistischen Analysesystemen wie SPSS wird aus techniscligmd&r
die (m x r)-Matrix A” ausgedruckt)

Weiterhin gilt4
_cov(zj, j-)

Ty = —————t
x5 wj*

bzw.
Tajzpe = COM(zZj, 2j+)
LS — ) - 2)
= — Zii — Zi ) (Ziqx — Zgx
n — J J J J
55
= — Zii %
n — J =
Daraus ergibt sichiir die Korrelationsmatrix aller standardisierten Indikatorva-
riablenz; (j =1,...,m):

1
R=-7"Z
n

Zusatzlich soll gelten:

1. alle Faktorery;, sind standardisiert, d.h.

fr = 0 und
1 -
s;o= = > (fi— Ju)
ni
1< L
= ﬁ;fzk
=1 (k=1,...,7)

2. alle Faktorery;, sind untereinander unkorreliert (orthogonal), d.h.

1 n
HZkafzk*:O (kzl,...,r>
i=1

“Der Index “*” kennzeichnet nur eine andere Indexadgpmg als das “ungesterntg’
(]7.]* = 17"'7m)‘
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Daraus folgt @ir die Korrelationsmatrix der standardisierten Faktofer(k =
L...,7):

1
~FTF=-E,
n

Unter Verwendung der Orthogonaiitflihrt die Ausgangsgleichung der Faktoren-
analyse zu derfundamentaltheorem der Faktorenanalyse

1
R = -Z"z

Dies bedeutet, daf’ sich im Falle unkorrelierter Faktoren die Korrelationsmatrix
der Indikatoren aus der Faktorladungsmati feproduzierendl3t.

Bemerkungen:

e Die Matrix der Faktorladungerfgctor loading$ A wird auch alsFaktor-
muster(factor patterr) bezeichnet.

e Die Reproduzierbarkeit der Korrelationsmatrix aus der Faktorladungsma-
trix stitzt den Untersuchungsansatz, mit Hilfe der Korrelationskoeffizienten
etwastiber die Existenz von nicht direkt me3baren, theoretischen Variablen
auszusagen.

Bezogen auf die hergeleiteten Gleichungen und ausgehend von der Grundglei-
chungZ = F A stellt sich fir die Durchfihrung einer Faktorenanalyse folgende
allgemeine Aufgabe:

Bestimmung der Abangigkeit der Indikatorvariablen; von den
vermuteten theoretischen Variablgp durch Berechnung der Fak-
torladungsmatrixA unter Zuhilfenahme des Fundamentaltheorems
R=A"A.
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Nachfolgende SPSS-Ausgaben zeigen die Faktorladungsmatiizerefbeiden
bereits vorgestellten Beispiele.ahrend im ersten Fall lediglich ein Faktor ermit-
telt wird, extrahiert das in diesem Fall angewandte Verfahren der Hauptkompo-
nentenanalyse (vgl. Kapitel 6.3.4) im zweiten Beispiel die Ladungskoeffizienten
fur zwei Faktoren.

1. Sympathieskalometeinrf Parteien

* SPSS-Aufruf: FACTOR IVARIABLES V212 TO V216
* /PRINT UNIVARIATE CORRELATION EXTRACTION.

- - - - FACTOR ANALYSIS --- -

Analysis Number 1 Listwise deletion of cases with missing values

Mean Std Dev Label
V212 7.42222 2.55892 SKALOMETER: SPD
V213 97172 2.88708 SKALOMETER: CDU
V214 6.17778 3.13087 SKALOMETER: CSU
V215 6.11313 2.35411 SKALOMETER: FDP
V216 4.84848 2.94746 SKALOMETER: DIE GRUENEN
Number of Cases = 495

Extraction 1 for Analysis 1, Principal-Components Analysis (PC)
PC Extracted 1 factors.

Factor Matrix:

FACTOR 1
V212 -.63801
V213 .90098
V214 .89162
V215 .59067
V216 -.65739

2. Sympathieskalometeiarf Politiker

* SPSS-Aufruf: FACTOR IVARIABLES V222 TO V231
* /PRINT UNIVARIATE CORRELATION EXTRACTION.

- - - - FACTOR ANALYSIS - - - -
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Mean Std Dev

V222 5.63333 2.40019
V223 6.41042 2.74457
V224 6.88333 2.34742
V225 6.43542 3.20620
V226 4.90625 2.95364
V227 7.26875 2.75375
V228 7.38750 2.24302
V229 .39792 3.23956
V230 6.40417 2.48233
V231 5.37708 2.53030
Number of Cases = 480
Extraction 1 for Analysis

PC Extracted 2 factors.

Factor Matrix:

V222
V223
V224
V225
V226
V227
V228
V229
V230
V231

FACTOR 1

.65929
-.66284
.61148
.85626
-.55227
-.61964
77662
.77988
-.49355
71278

Label

SKALOMETER: M BANGEMANN
SKALOMETER: W BRANDT
SKALOMETER:H D GENSCHER
SKALOMETER: H KOHL
SKALOMETER: O SCHILY
SKALOMETER: J RAU
SKALOMETER:G STOLTENBERG
SKALOMETER: F J STRAUSS
SKALOMETER: H J VOGEL
SKALOMETER: O LAMBSDORFF

1, Principal-Components Analysis (PC)

FACTOR 2

48454

54161

45474
10544

.25383
.60310

.20798
12126

.68987

.37806

6.3.3 Das Problem der Kommunaliten

Faktoren lassen sich in unterschiedliche Typen klassifizieren:

¢ Allgemeiner Faktor (general factor):
Die Faktorladungen sindif alle Observablen hoch.

e Gemeinsamer Faktor (common factor):
Die Faktorladungen sindif mindestens zw&bservablen hoch.

e Einzelrestfaktor (unique factor):
Die Faktorladungiir lediglicheineObservable ist hoch.
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A B C UpUzU3UqUsUgU7Ug
1| X]X X
Vo2 XX X
a
ro 3 [X|X X
é 4 | XXX X
b H5[X X X
(I-:‘ 6 [X X X
n 7]|X X X
8| X X
Allgemeiner Faktor N
Gemeinsame Einzelrest—
Faktoren Faktoren

Abb. 6.8: Faktortypen (hactperla 1977, S. 55])

Im Rahmen der Faktorenanalyse sind insbesondere die gemeinsamen Faktoren —
inklusive des Spezialfalls “allgemeiner Faktor’— von Interesse, da nur hierbei ei-
ne echte Datenreduktion erzielt werden kann. Bei der im nachfolgenden Beispiel
aus den Sympathieskalometervariablen zu Politikern erzeugten Faktorladungsma-
trix zeigt sich, dal® beide extrahierte Faktoren gemeinsame Faktoren sind.

Factor Matrix:

FACTOR 1 FACTOR 2
V222 .65929 48454
V223 -.66284 54161
V224 .61148 A5474
V225 .85626 .10544
V226 -.55227 .25383
V227 -.61964 .60310
V228 77662 .20798
V229 77988 12126
V230 -.49355 .68987
V231 71278 .37806

Die in der Ausgangsgleichung (vgl. S. 152) formulierte Beziehung zwischen Ob-
servablen und Faktoren erinnert an den Modellansatz der multiplen Regressions-
analyse, mit dem Unterschied, daf3 neben den Faktorladungen auch die Faktor-
werte an dieser Stelle noch nicht bekannt sind. Ebenso wie in der multiplen Re-
gression interessiert hier der Anteil der Varianz der Observablen, der durch die
Faktoren erldrt wird.

Allgemein gilt fur die Varianz der Variablen;:
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+2(fi1a1jfi2a2j +...+ fir—lar—ljfiTaT‘j))

12 1
_ 9 2 2 2
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+2(ay a9 — Z finfie+ ...+ ar—1ja, " Z fir—1fir)

i=1
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Die Gesamtvarianz einer Observablgnergibt sich somit aus der Summe der
Quadratealler Faktorladungen. Die durch die Faktoren maximal zu aedade
Varianz aller Observablen bagt damit:

m m
522232:21:m

7=1 7j=1

Wird davon ausgegangen, dal3 sich unter den Faktoren — realistischerweise —
auch Einzelrestfaktoren befinden, die zur Brkihg der (gemeinsamen Varianz
aller) Observablen nichts beitragen, so lassen sich die bisherigen Gleichingen f
z;; unds; wie folgt umformen:

zij = fuary + ...+ futr; + figr41)0@r1)j + -+ figlgs

gemeinsame Faktoren Einzelrestfaktoren

und

2j

szo=(af;+...+al)+b+e =1
~—

2
(U
J
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mit:

b? . Varianz der Einzelrestfaktoren, die nichts mit den Observablen zu tun hat
(Spezifiat)

e? . Anteil der Varianz einer Observablen, der auf Mel3fehler in der Observa-
blen zuiickgeht Restvariany

u; : Fehlervarianz

Die Unterscheidung zwischen Spe#fiund Restvarianz wird im folgenden ver-
nachhssigt und allgemein von Fehlervarianz gesprochen.

Definition: Die Kommunaliat einer Observablen; bezeichnet den Varianzanteil
von z;, der durchgemeinsame&aktoren erkart wird, d.h. es gilt

2 2 2
h; = aj;+...+a;
= 1—u?

1 sz, = 1.00 = 100%

R e 2
2 [ By u
3 |ayy | oAy cfag | ese o ag | b | ef

:::::::::::::::::::::::::::::::‘:2:::::::::::::::::::::::::::::::: 2
4 |hnnnnhnnhninhnhpnnhiinhniinhhni] €

Abb. 6.9: Beziehungen zwischen Observablen, Kommuatalitnd Faktorladungen (nach
[Uberla 1977, S. 57])

Die Beziehungen zwischen Observablen, Kommualihd Faktorladungen sind
in Abbildung 6.9 noch einmal graphisch dargestellt. Dabei gilazzlgh:

r2. . Teil der Einheitsvarianz, der nicht auf Irrtum beruht, d.h der gemessen

J3
werden kannReliabilitat).
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Bemerkungen:

e Die Kommunalitit 77 ist — ahnlich wie das Bestimmtheitsmaf in der
multiplen Regressionsanalyse — ein Mg die Anpassungsge der Fak-
toren an die Observablen. So bedeutet zum Beispiel eine Kommnatnalit
0.8, dalR80% der Gesamtvarianz einer Observablgrdurch gemeinsame
Faktoren erldrbar sind.

oh?:li

Die gesamte Varianz einer Observablen wird von gemeinsamen Faktoren

erklart, d.h. es gibt keine Fehlervarianzen.

o h2 < 1:
J
Die Varianz einer Observablen wird nicht vo#isdig durch gemeinsame
Faktoren erldrt, d.h. es gibt Fehlervarianzen (z.B. in Form von Einzelrest-
faktoren)

Wie wirkt sich nun die ausschliel3liche Betrachtung gameinsamen Faktoren

auf das Fundamentaltheorem aus?

Fur jeden Variablenwert;; gilt:

zij = finaj + ...+ firtrj + figr0)0@1)5 + -+ figg;

Hieraus folgt fir die gesamte Faktorladungsmatrix:

ail A1m
Ages _ Qr1 . Ay
A(r41)1 A(r41)m
Qq1 e Qgm
Wird angenommen, daf3 es sich bei dén,, . .., f, um Einzelrestfaktoren han-
delt, so sind deren Faktorladungen bis auf einen Wert, . .. , u, alle gleich 0.

Bei entsprechender Sortierung ergibt sich dann:
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a1 oo Aim
. Qr1 oo Qpm
Ages Ui 0
0 Uq
ai N AT 0 e O
_ Ar1 - -. Qpmy n O ... 0
- 0 0 Uyt 0
0 0 0 Ug
= A + U

Fur das Fundamentaltheorem folgt daraus:

R = AZ@SAQGS
= (A+U)'(A+ D)
= (AT+U")(A+U)
T T T T
ATA + A70U+ UiOA +U"U

= ATA+U'U

Wenn alsoA die Faktorladungsmatrix der gemeinsamen Faktoren bezeichnet,
dann reproduziert sie nicht die urgpgliche Korrelationsmatrix, sondern ledig-
lich eine — um die Fehlervarianzen — reduzierte:

R, = ATA
= R-U'U

Ausgehend von obiger Gleichung@fit sichR;, weiter umformen:
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R, = R — U'u
1 T1im uy 0
) Tmi --. 1 ) 0 ... ufn
1—u? T1m
) Tl 1—u2,
h? Tim
- ry.nl ) h.2

Allgemein Rt sich alsaR,;, aus der urspmglichen KorrelationsmatrixR kon-
struieren, indem anstatt der 1 die entsprechenden Kommatealiin die Haupt-
diagonale eingesetzt werden. Wird davon ausgegangen, dal’ die Fehlervarianz
real eher ungleich Null ist, so stellt die reduzierte Korrelationsmatrix den bes-
seren Ausgangspunkiiif eine Analyse dar. Hieraus ergibt sidlr ddie konkrete
Durchfuhrung folgendes Problem:

e Zur Bestimmung vonR;, werden die Kommunaﬁttenh? und damit die
Faktorladungen;; (j =1,...,m;k =1,...,r) berdtigt.

o Gleichzeitig lonnen die Faktorladunget; nach dem Fundamentaltheorem
erst mit Hilfe vonR;, berechnet werden.

Die Losung dieses Problems liegt in einer expliziten &zbng der Kommuna-
litaten am Beginn des Verfahrens. Hierzu bieten sich folgendiglithkeiten:

o Willk Urliche Auswahl einer Zahl zwischen O und 1.

o Der jeweils lochste Korrelationskoeffizient zwischenund allen anderen
Observablen:
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Beispiel: Correlation Matrix:

v212 V213 V214 V215 V216
V212 | 46209

V213 {/-46486 | .83226]

V214 -47908  {.83226 =|.83226|

V215 -.19249 52722 46150 = .52722]

V216 46209 -.46273 -.44435 -.20346 = .46209

e Das Quadrat des multiplen Korrelationskoeffizienten (gemeinsame Varianz
der Variablerz; mit allentibrigen Observablen; im SPSS-Analyseergebnis:
MULTIPLE R.

In statistischen Analysesystemen werden die entweder vom Anwender explizit
gesclatzten oder vom System automatisch gbiten Kommunaldtenschtzun-
gen als Startwertaif ein iteratives Verfahren verwendet:

1. Schatzung der Kommunakten (s.0.)

2. Faktorextraktion mit Hilfe des Fundamentaltheorems und der gegeh
Kommunalititen, d.h. Berechnung der Faktorladungsmattixvgl. Kapi-
tel 6.3.4).

3. Berechnung der Kommunaiien anhand der Faktorladungen
4. \ergleich von gesditzten und berechneten Kommurékn:

(a) Falls beide ardhernd gleich sind, stelld die endgiltige Faktorla-
dungsmatrix dar Ende des Verfahrens).

(b) Ansonsten werden die berechneten Kommuaiglit als neue Kommu-
nalitatenschtzung verwendet{ Schritt 2).

Der \Vorteil dieser iterativen Festlegung von Kommurgéh und — in AbAngig-
keit davon — Faktorladungen liegt darin, dal3 sich auch eindinstgge An-
fangsschtzung im Verlauf der Iteration weitgehend ausgleicht

SDie Wahl einer willkirlichen Zahl zwischen 0 und 1 als Kommunalénschtzung hat daher
auch eher Auswirkungen auf die Anzahl der bgten Iterationsschritte.



164 Kapitel 6. Multivariate Datenanalyse

6.3.4 Das Problem der Faktorextraktion
1. Die Bestimmung der Faktorladungsmatrix A

Fur die Bestimmung der Faktorladungsmatdxexistieren eine Vielzahl von Ver-
fahren und Verfahrensvarianten, von denen hier nur die bekanntesten genannt
werden. Die rechentechnisch einfacher durchzuende Zentroidmethode wird

an dieser Stelle lediglich aus historischeni@en aufgefhrt, da sie im Zeit-

alter computerunter§tzter Datenanalyse mittlerweile selten Verwendung findet.

Im Gegensatz zu den anderen Verfahi@gt Isie aber noch eine Berechnung “per
Hand” zu.

Hauptkomponenten-/HauptachsenmethdigRAF)

ALPHA-Methode ALPHA

IMAGE—Methode (MAGE
Maximum-Likelihood—MethodeNIL)

Zentroidmethode

Den Schwerpunkt in diesem Kapitel bildet die Darstellung der Hauptkomponen-
ten-/Hauptachsenmethode als das in der Praxis @amiigsten verwendete Ver-
fahren. Der Doppelname kommt dadurch zustande, da? — ausgehend von unter-
schiedlichen Annahmeiber die zugrunde gelegten Kommunritén — dasselbe
mathematisch®erfahren zur Faktorextraktion durchgéft wird:

e Hauptkomponentenmethode:
Die gemeinsamen Faktoren eikbéndie gesamte Variander Observablen
Zj
— hf =1,
d.h. Ausgangspunkt der BerechnungenRst AT A

e Hauptachsenmethode:
Die gemeinsamen Faktoren diktén lediglicheinen Teil der Varianzler
Observablen;
— i <1,
d.h. Ausgangspunkt der BerechnungemRst= A” A — UTU

6In Klammern sind die hinter dem SPSS-BeféWICTOR .../EXTRACTION zu kodieren-
den Optionen zur Methodenwahl angegeben.
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Technisch besteht die Unterscheidung zwischen Hauptkomponenten- und Haupt-
achsenmethode also darin, ob in der Hauptdiagonalen der Korrelationsmatrix
Werte gleich oder kleiner 1 verwendet werden.

Hauptkomponenten-/Hauptachsenmethode

Definition: Ermittlung von untereinander unkorrelierten Faktorén (K =
1,...,r), deren Variannacheinandejeweils maximal ist. Die Vari-
anz der Faktoreffk ergibt sich dabei analog zu der Observablenva-
rianz aus der Summe der quadrierten Faktorladungen zwischen den
Faktorenf;, und den Observabler):

m
2 _ 2 2 _ 2
sfk—ak1+...+akm—§ ay;
j=1

Geometrisctbedeutet diese Form der Faktorermittlung das Auffinden eines neu-
en Koordinatensystems mit senkrecht aufeinander stehenden A¢hsén—=
1,...,r), die so gelegt werden, daf? die Summe der quadrierten Achsenabschnitts-
gquadrate (= Faktorenvariara%k) fur alle Achsen nacheinander maximal werden.

A
fa
fffff *+2i1 = faan + fipan
\
\
a21 \
al |
,—/—‘ >
. >
(2 { a1 \ h
7777777 420 = fina12 + finaoo

Abb. 6.10: Faktorermittlung (bezogen auf zwei Faktoren)

Die erste Hauptachsg wird dabei so gezogen (vgl. Abbildung 6.10), dal3

2 _ 2 2
5t = a7 + ajy

maximalwird.
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Fur einemathematisch&rmittlung des ersten Faktors sgials Linearkombina-
tion der Observablenwert& mit einem unbekannten, auf 1 normierten Koeffizi-
entenvektob; zu betrachten:

fi=2Zb, mit /blb =1

Die Forderung nach Maximierung der Faktorvaria@Ztlsich dann wie folgt um-
setzen:

1
5?1 = ﬁf1Tf1
1
= ﬁ(Zbl)T(Zbl)

1
—bl Z" Zb,
n

1
blT(ﬁZTZ)b1
b| Rb,
Maximum

Somit bedeutet die Berechnung eines Faktors im Rahmen einer Hauptkompo-
nenten-/Hauptachsenmethode letztendlich disung einer Extremwertaufgabe
(b! Rb,) mit einer Nebenbedingung{b, = 1):

Falls zy ein Extremwert einer Funktiofi(x) fur die Werte vone ist,
fur die eine weitere Funktion(xz) = 0 gilt, so existiert eine Zahl
(=Lagrange-Multiplikato} mit
J J
4;£”+l4£l

=0
(5330 (SZEQ

Bezogen auf die gestellte Extremwertaufgabe gilt:

)
f(b)) = b] Rb, . 2Rb,
b,
gby))=1-blb=0 = %9 _ —2b,
5b,

Eingesetzt in die Ausgangsgleichung ergibt dies:

2Rb1—ll2b1 = 0
Rb, = Lib;
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Somit ist der gesuchte Koeffizientenvektar ein Eigenvektorder Korrelations-
matrix R mit demEigenwertl; .

Fur die Ermittlung des zweiten Faktors wird unter Verwendung der weiteren Ne-
benbedingung
bib, =0,

analog vorgegangen. Dies bedeutet dasdn einer Extremwertaufgabe mit zwei
Nebenbedingungen.

Durch die Reduzierung derdsung der Extremwertaufgabe auf das allgemeine
— und in der Mathematik gékte — Eigenvektor-/Eigenwertproblem von Ma-
trizen wird die Bestimmung der gesamten Faktorladungsmatrixereinfacht.
Dazu wird die sogenannt8pektralzerlegunginer Matrix verwendet, d.h. ihre
Darstellung als Summe allelyadischen Produktder Eigenvektoren, multipli-
ziert jeweils mit den zugeirigen Eigenwerten:

R=10,bb] +...+1,b.b"

bzw. in Matrizenschreibweise

R = BLB”*
mit:
b1y by, b1 b1 Iy 0
B = ’ BT - ) L=
brl brr b17' brr 0 lr
Dann gilt:
R = BLB"
_ BL1/2L1/2BT
— (BLI/Q)(LI/QBT)

Gleichzeitig gilt mit dem Fundamentaltheorem:

R = ATA

Fur die Faktorladungsmatri = 1,...,m;k =1,...,r) ergibt sich

A = Ll/ZBT
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mit:
Qr; = \/E bkj

Die Faktorladungen lassen sich also direkt aus den Eigenvektoren und Eigenwer-
ten der Korrelationsmatri® berechnen.

Als Beispiel fir die sukzessive Bestimmung der Eigenvektoren/-werte einer Ma-
trix und der FaktorladungsmatriA wird im folgenden das Verfahren naelon
Mises(vgl. [Holm 1982]) erhutert:

Es gilt: Rb, = lyby, (k=1,...,7)

1. Schritt: Wahl eines beliebigen Ausgangsvektbggz.B. konstant 1) und eines
beliebigen Ausgangswertés(z.B. absolut gofdter Wert vory,))

2. Schritt: Berechnung vory, = Rb, (= lyby).

3. Schritt: Berechnung vom, = %

lo

4. Schritt: e Falls:b; ~ by = by = Yo

lo
d.h.b, ist Eigenvektor vornR mit Eigenwertl,.

e Sonstiby = b, (= 2. Schritt)
5. Schritt: Berechnung der Faktorladungerfur einen Faktor (ausy, /)

6. Schritt: Berechnung voi?,., = R —aa’, wobeiaa” die reproduzierte Kor-
relationsmatrix @ir die Korrelationsanteile bezeichnet, die durch den
Faktor bestimmt sind.

e Falls:R,., ~ 0 (= Stop des Verfahrens)

e Sonst: Bestimmung desaohsten Eigenvektors/-wertes mit
R,... = R (= 2. Schritt)

Nachfolgendes Beispiel zeigt die Duréhfung einer Hauptkomponentenanalyse
(PO auf den Sympathieskalometeriar fPolitiker. Entsprechend den beschriebe-
nen Eigenschaften dieses Verfahrens wiiddlle Variablen eine Kommunagit

von 1 angenommen, und es werden genausoviele Faktoren extrahiert wie Aus-
gangsvariablen vorhanden sind, d.h. bei Anwendung dieses Verfahrens findet erst
einmalkeine Datenreduktiostatt.
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* Auszug aus: FACTOR IVARIABLES V222 TO V231 /CRITERIA FACTORS(10)

* /ROTATION NOROTATE /PRINT EXTRACTION INITIAL
* /PLOT EIGEN ROTATION(1,2).
- - - - FACTOR ANALYSIS ----

Extraction 1
Initial Statistics:

for Analysis 1, Principal-Components Analysis (PC)

Variable Communality * Factor Eigenvalue Pct of Var Cum Pct
V222 1.00000 * 1 4.63308 46.3 46.3
V223 1.00000 * 2 1.85099 18.5 64.8
V224 1.00000 * 3 .76638 7.7 72.5
V225 1.00000 * 4 .66265 6.6 79.1
V226 1.00000 * 5 .50409 5.0 84.2
V227 1.00000 * 6 42231 4.2 88.4
V228 1.00000 * 7 .34722 35 91.9
V229 1.00000 * 8 .31217 3.1 95.0
V230 1.00000 * 9 .27810 2.8 97.8
V231 1.00000 * 10 .22300 2.2 100.0
PC Extracted 10 factors.

Factor Matrix:

FACTOR 1 FACTOR 2 FACTOR 3 FACTOR 4 FACTOR
V222 .65929 .48454 .12463 -.23909 -.24198
V223 -.66284 54161 .03727 -.00483 -.08788
V224 .61148 45474 .24766 -.38362 .33908
V225 .85626 .10544 -.14418 22716 -.05584
V226 -.55227 .25383 .65785 41264 .07733
V227 -.61964 .60310 -.28940 -.02543 .10342
V228 77662 .20798 -.05569 .16497 41053
V229 77988 12126 -.16767 43727 -.02133
V230 -.49355 .68987 -.29747 13175 -.01442
V231 71278 .37806 .17640 .00354 -.36584

FACTOR FACTOR 7 FACTOR 8 FACTOR 9 FACTOR 10
V222 .28709 -.28352 -.15789 .04416 -.09804
V223 .35066 .18313 .26236 -.17090 .06017
V224 -.19553 -.05330 22751 .02473 .04872
V225 -.04010 -.15104 -.02331 -.21942 32724
V226 -.04014 -.10549 -.08219 .03176 .03251
V227 .01336 .03918 -.15795 .30215 .19817
V228 19753 .21551 -.21848 -.09911 -.10832
V229 .06234 -.06419 .28586 .24018 -.09949
V230 -.28624 -.13104 -.02072 -.19118 -.19583
V231 -.22464 .35672 -.06720 .04270 .00047
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2. Die Festlegung der Faktorenzahl

Zwischen den Elementen der Faktorladungsmatfixund den Eigenwertef,
laft sich ein weiterer Zusammenhang ableiten:

(kj = Vi by (k=1,....m;j=1,...,m)
= a3 = b,

m m
= >ay; = Y b,
=1 j=1
m m
— Zaij = I Zbij
j=1 Jj=1

——
=1 (s.S. 166)

Somit ist die Summe der quadrierten Ladungen eines Faktors gleich dem Eigen-
wert zu diesem Faktor, d.h. der Eigenwgrbezeichnet den durolinenFaktor
erklarten Teil der Gesamtvarianz aller Observablen:

m

2

I = Z%‘
j=1

Zwischen Kommunalét und Eigenwert wird damit folgende Analogie deutlich:

.

TN 2 2

Kommunalit: 12 = aj;
k=1

Teil der Einheitsvarianz der Observablen der durch alle ge-
meinsamen Faktoren eskt wird.

Eigenwert: = ap;
j=1

Teil der Einheitsvarianz des Faktofg der durch alle Observa-
blen erkbrt wird.

Sowohl Kommunaliten als auch Eigenwerte lassen sich direkt aus der Faktorla-
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dungsmatrix ermitteln:

fl s fr
21 ail c. (075}
r
2 __ 2
*@—Z%
k=1
Zm | A1m Qrm
1
m
2
Iy =) ay,
j=1

Beispiel:

10

_ § : 2
ll = alj
Jj=1

= (.65929)% + (—.66284) + (.61148)% + (.85626)? + (—.55227)% +
(—.61964)% + (.77662)% + (.77988)% + (—.49355)2 + (.71278)?
= 4.6481

10
h% = Za%
k=1
= (.65929)% + (.48454)% + (.12463)% + (—.23909)? + (—.24198)% +

(.28709)% + (—.28352)2 + (—.15789)% + (.04416)2 + (—.09804)>
= 10

Da als Ergebnis der Hauptkomponenten- bzw. Hauptachsenmethode immer so
viele Eigenvektoren (= Faktoren) wie Observablen erzeugt werden, stellt sich dem
Anwender das Problem, die Anzahl dér eine Fragestellung geeigneten Fakto-
ren zu bestimmen. Hidif gibt es kein allgemein anerkanntes bzw. mathematisch
beweisbares Verfahren. Im folgenden werden eiiigiche Verfahren zur Festle-
gung der Faktorenanzahl aufgéaft.

1. Theoretische Vorannahméber die Anzahl der Faktoren.

2. Kaiser-Kriterium:
Auswahl aller Faktoren mit einem Eigenwert von mindestens 1.
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Idee: Da jede Observable bereits einen Varianzanteil von Befkkollte
jeder Faktor mindestens ebensoviel Varianz (= Eigenwert) binden.

SPSS:FACTOR .../CRITERIA MINEIGEN (1.0). (Default-
Einstellung)

3. Vorgabe eineprozentualen Varianzanteitter Observablen, der durch die
Faktoren erldrt wird:

() Anteil an der Gesamtvarianz oder
(b) Anteil an der Kommunalt

Fehler- %’00
varianz %

100 .
% (]

50

50

~p~——on3c330X

1 2 3 4 5
Faktoren

Abb. 6.11: Durch prozentualen Varianzanteil ermittelte Faktorenanzahl (twdrlp 1977, S.
126])

4. Scree-Test:
Darstellung der Eigenwerte in abfallender Reihenfolge in einem Diagramm.
An die niedrigsten Eigenwerte wird eine Gerade gelegt. Es werden die Fak-
toren ausge®ahlt, deren Eigenwerte oberhalb der Geraden liegen.

Idee: Eigenwerte von Korrelationsmatrizen normalverteilter, u@alh
giger Zufallszahlen zeigen typischerweise einen flach und
gleichmalig abfallenden Verlauf. Die Eigenwerte auf der Gerade
gelbren demnach zu zafligen Faktoren.

SPSS:FACTOR .../PLOT EIGEN.
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Eigenwert-Diagramm Eigenwert-Diagramm
von Zufallsvariablen von empirischen Variablen
4,0 4,0
A L]
3,0 3,0
L]
2,0 2,0

L]
1,0 L2 1,0
o o
b L]
° L]
°
123456 7 89 10 11 12 13 14 15 16 123456789 10 11 12 13 14 15 16
Eigenwerte, der Grol3e nach geordnet Eigenwerte, der Gif3e nach geordnet

Abb. 6.12: Durch Scree-Test ermittelte Faktoren(-anzahl) (ndbledla 1977, S. 127f])

5. Residualmatrixverfahren:
Es werden solange Faktoren erzeugt, bis die Differenzen zwischen allen
Elementen der Korrelationsmatri® und der reproduzierten Korrelations-
matrix A” A nicht mehr signifikant von Null verschieden sind.

6. Ein Faktor wird dann extrahiert, wenn eine bestimmte Anzahl von Variablen
hoch auf einen Faktor laden.

Beispiel: Mindestens 3 Variablen éissen jeweils eine Ladung von mehr
als0.7 haben.

= 1= (0.7)2+(0.7)% + (0.7)%> = 1.47
Ein Faktor wird dann extrahiert, wenn sein Eigenwert mindestens
1.47 betégt.

Um bei der ermittelten Faktorenanzahl einigermalRen sichergehetnnerk, ist
die Anwendung verschiedener Verfahren und Vergleich der erhaltenen Werte zu
empfehlen.

Nachfolgende Graphik zeigt die zehn Eigenwettedie aus den 10 Beispielva-
riablen extrahierten Faktoren. Der Eigenwerteverlauf legt es nahe, lediglich die
beiden ersten Faktoren als relevant auszen. Gleichzeitig et diese Aus-
wahl auch das Kaiserkriterium.

"Fur standardisierte Variablen hat die Varianz den Wert 1.
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* Auszug aus: FACTOR IVARIABLES V222 TO V231 /CRITERIA FACTORS(10)
* /ROTATION NOROTATE /PRINT EXTRACTION INITIAL
* /IPLOT EIGEN ROTATION(1,2).
4633 + *
|
|
|
E |
I I
G |
E I
N |
v |
A I
L |
U  1.851 + *
E I
S I
|
766 + *
504 + x oo
278 + * * * *

000 v S T SR SRS SR SIS S S S
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

PC Extracted 10 factors.

6.3.5 Das Problem der Faktorrotation

Die Bestimmung der Faktorladungsmatrix nach der Hauptkomponenten-/ Haupt-
achsenanalyse erfolgt dadurch, dal3 die Varianz der einzelnen Faktmeealle
Observablen nacheinander maximiert wird, d.h. die Faktoren korrelieren jeweils
mit allen Variablenmoglichst hoch

Wie Abbildung 6.13 zeigt, lassen sich die Observablen als Punkte in einem von
den Faktoren gebildeten Koordinatensystem darstellen. Die Faktorladupgen
sind dabei die jeweiligen Koordinatenwerte, und es gilt:

§
2 2 2 2
hi = ay;+ay =) a

k=1

COS = Llj =T
Y = — Izf

h;
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Fy

Zj
e - === - = =2l

(]

. L]
h; \
| ¢ A2;
o ! .
(g I

Abb. 6.13: Nicht optimale Faktorextraktion

Die Darstellung der Observablenin dem durch die Faktoref}. gebildeten Fak-
torraum zeigt auch, dal3 die nach einem mathematischen Kriterium duibinigef
Faktorextraktion — insbesonder@érfdie Zwecke der Faktorinterpretation (vgl.
Kapitel 6.3.6) — nicht automatisch zu optimalen Faktorghrf. Dies ist zum
Beispiel dann der Fall, wenn jeder Faktor mit allen Observablen mit@igkor-
reliert ist (d.h. die Observablen liegen alle in einem mittleren Abstand von den
Koordinatenachsen).

Winschenswert dagegen im Sinne eingmgiichst einfachen inhaltlichen Inter-
pretation ist die sogenannignfachstruktur(nach [Thurstone 1947]) mit folgen-
den Eigenschaften:

e Einzelne Observable korrelierenyglichst nur mit einem Faktor hoch, mit
allen anderen Faktoren nicht oder nur schwach (= lediglicke hohe La-
dung in jeder Zeile vor).

e Einzelne Faktoren korrelierendyglichst entweder sehr hoch oder sehr nied-
rig mit den Observablen (= keine “mittelifiigen” Ladungen in den Spalten
von A).

In der Realiat sind diese Forderungen selteriditf Mit Hilfe der Faktorrotation
ist es aber riaglich, bessere Araherungen zu erreichen.
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Definition: Faktorrotation:
Drehung der Koordinatenachsen des durch die Faktoren aufgespann-
ten Faktorraumes um einen bestimmten Winkel

Die Rotation von Faktoren entspricht technisch einer Neuberechnung der Faktor-
ladungsmatrixA. Diese Al3t sich mit Hilfe einiger trigonometrischer Umformun-
gengraphischerlautern:

Fy

\
\
\
[
\ a9
\
\
[
\
|

Y

aq Fl

Abb. 6.14: Graphische Faktorrotation

Es qgilt:

ai

cos p
d = fsing
= (ag —ajtanyp)sing
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Hieraus ergibt sichifr a}:

a, = l+d
ay

= + (az — ay tan @) sin

coS
g

= : + agsinp — ap tanpsin

cos

a
= agsinp + — —ap tansinp
Cos

= agsinp + a1 ( — tan @ sin @)
1 sin?
= agsinp + a( — 14
COSE  Ccosp
) 1 —sin?yp
= agsinp + a(———)
cos ¢
) oS
= agsing + ay( S0)
cos
= ajcosp+agsing
Ebenso qilt:
e = aptany
[ = a—e

Und damit fir a;:

a, = fcosy

= (ay —ajtanp)cosy

| 1—sin®¢p = cos? ¢

= agcosp —ajtanpcosy | tang

= ayCoSY — ay

sin

Ccos
cos

= a3CoSY — a;siny

= —ai;sinp + azcosp

Allgemein folgt darausir die rotierte Faktorladungsmatri,.; :

() =
() =

cospa; + singas

—sinpa; +

cosp sing
—singp cosp

Arot = TA

COS (P a9

)

ai
a2

)

)

177
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Die Rotation um einen Winkeb entgegen dem Uhrzeigersinn bedeutet somit die
Multiplikation der urspiinglichen Faktorladungsmatri mit einer charakteristi-
schen Transformationsmatrik:

T — ( c9sg0 singp)
—sing cosp

Fur Tranformationsmatrizen dieser Art gif’ T = E,,
Eigenschaften der rotierten Faktorladungsmattjy;:

1. Die Rotation beeinfluf3t nicht die Korrelationsmatrix, d.h. die Beziehungen
der Observablen untereinander, sondern nur ihre Beziehungen zu den Fak-
toren.

AT

rot

A= (TA)T(TA) = A" (T'"T)A=ATA=R
E

2. Die Rotationrandert die Faktorladungen, jedoch nicht den jeweils durch die
gemeinsamen Faktoren eiikien Varianzanteil der Observablen (= Kommu-
nalitat). Esandert sich lediglich dessen Verteilung auf die Faktoren.

3. Mit der Rotationandert sich die Varianz der einzelnen Faktoren (= Eigen-
wert).

Bei mehr als zwei Faktoren kann die Transformationsmatrix aus dem Produkt
der nacheinander aus allen Faktorenpaaren berechneten Transformationsmatrizen
bestimmt werden.

Beispielsweise giltiir drei Faktoren:
T =T 2TT3

mit:

cosp sinp 0
T, = —sing cosp 0
0 0 1
cose 0 sine

T13 = 0 ]. 0
—singp 0 cosgp

1 0 0
Ty = 0 cosp sing

0 —sing cose
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Aufgabemathematischer Verfahrezur Rotation in die Einfachstruktur ist daher
die Bestimmung eines Rotationswinkeis so daf} die Faktoren in den Schwer-
punkt der Variablenpunktwolke gedreht werden.

Grundsitzlich lassen sich dabei folgende Rotationsverfahren unterscheiden:

¢ Rechtwinklige (orthogonale) Rotation:
Alle in einem rechtwinkligen Koordinatensystem befindlichen Achsen wer-
den um den jeweils gleichen Winkelin die gleiche Richtung gedreht.
(im SPSS-AufrufFACTOR, .../ROTATION VARIMAX oderQUARTI-
MAX, EQUAMAX %

/

E, By

90"—@( e )

Abb. 6.15: Orthogonale Transformation

Y

Fy

¢ Schiefwinklige (oblique) Rotation:
Jede Koordinatenachse wird jeweils um einen bestimmten Winkel gedreht
(s. Abb. 6.16).
(im SPSS-AufrufFACTOR .../ROTATION OBLIMIN. )

Gemeinsames Kennzeichen aller dieser Verfahren ist jeweils die Annahme eines
Maximierungs- bzw. Minimierungskriteriums, mit dem iterativ die Einfachstruk-
tur ange@hert wird.

Beispiel: VARIMAX

Kriterium: Maximierung der Varianz der quadrierten Faktorladungen,
d.h. es wird nach der Faktorladungsmatrix gesucht, bei der die Fak-
torladungen eines Faktors maximal differieren.
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Fy

Y

Fy

Abb. 6.16: Oblique Transformation

Die Varianz der quadrierten Faktorladungen errechnet sich aus:

Sk

Somit ergibt sich:

S sh=
2 — —
k:1k m

1 m
— > (ai; — ax)?, (k=1,...,7)
m 5 J
1 &~ s 2 _ | -9
‘7:
L & L& oo 1 &~ o
7Zak-_27zak~ak+7zajk
mi= mi= ms
5/_/
ay
if:(aﬁj) 2a; + a.,
m =
1 & _
%Zlai] — (IZ,
]:
1 & 1 & :
4 2
m Z:l%' B (m Zlaky)
= =
T m 1 T m 2
YD ag——5 >, (Z a@) = Maximum
k=1 k=1 k=1 \j=1
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Diese Maximierungsbedingung hat den Nachteil, dal3 Variablen mit hoher Kom-
munali&éit das Ergebnis sehr vielgsker beeinflussen als Variablen mit niedriger
Kommunaliit. Um diese Eigenschaft zu vermeiden, werden die Faktorladungen
durch die Wurzel aus der Kommunalitdividiert. So erhlt jede Variable iir die
Bestimmung des Rotationswinkels das gleiche Gewicht. Nach der Rotation wird
diese Normierung durch Multiplikation mit; wieder Kickgangig gemacht.

Damit gilt:

T

m
Z Z Zf;j -
k=1k=1

1 T

L > i 2 2 L Maximum
_ 271 - =
m m? = j=1 &

,
D sk =
k=1

mit

In dieses Maximierungskriterium werden nun die durch Multiplikation mit der
Transformationsmatrix ermittelten “neuen” Achsenabschnitte (= Faktorladungen)
a; (bzw. z,,;) eingesetzt, d.h. im Falle von zwei Faktoren:

/ .
Z1; = 215 COSQ + 2z 81N

/ .
Z9; = —Z1; S+ 295 COS P

Zur Berechnung vo,.,; werden anschlie3end folgende Schritte durchiyef

1. Berechnung der partiellen Ableitung ven(d(> s;)/d¢ = 0)

k=1

2. Berechnung vop

3. Bestimmung der enddtigen Transformationsmatrix durch Einsetzen von
¥
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4. Berechnungvo\,,, =T A

5. “Entnormalisierung” der Faktorladungen vdn,; durch Multiplikation mit
h,

Das nachfolgende Beispiel zeigt die Ergebnisse einer Hauptkomponentenanalyse
der Sympathieskalometetrf Politiker mit anschlieRenderARIMAXRotation.

Die graphische Darstellung der Observablen im Faktorraum vor der Rotation
zeigt, dal offensichtlich keine Einfachstruktur vorliegt, da zum Beispiel die Varia-
ble 3 (V224) sowohl beiglich des ersten als auch des zweiten Faktors eine hohe
positive Faktorladung besifztNach Durchiihrung derVARIMAXRotation ge-

gen den Uhrzeigersinn mit Hilfe der angegebenen Transformationsrifanexgt

sich hier eine deutliche Verbesserung, indem jede Observablengrépkersin

eine Koordinatenachse herangekt ist und sich jeweils von der anderen weiter
entfernt hat. Die bessere Trennur@dt sich auch direkt an den \@rderungen

bei den Faktorladungen ablesen (z.B Variabl@/222): (0.65929, 0.48454) —
(0.81818, —0.00636)).

* Auszug aus: FACTOR IVARIABLES V222 TO V231 /CRITERIA FACTORS§r10)
* /ROTATION_ NOROTATE /PRINT EXTRACTION INITIAL
* /PLOT EIGEN ROTATION(1,2).
Horizontal Factor 1  Vertical Factor 2 Symbol Variable Coordinates
1 V222 .659  .485
2 V223 -.663  .542
3 V224 .611  .455
9 4 V225 .856  .105
6 5 V226 -552  .254
3 6 V227 -620  .603
10 7 V228 777 .208
5 8 V229 780 121
8 9 V230 -494 690
4 10 V231 713 .378

I
I
|
I
I
I
|
I
I
I
+
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

8Einige Observablen tauchen in der Blockgraphik nicht auf, 2.Bnd 2 in der ersten Dar-
stellung, die vor8 bzw.5 uberlagert werden. Dies liegt an der geringen Asifing dieser Darstel-
lungsform.
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* Auszug aus: FACTOR

*

*

Factor Matrix:

183

IVARIABLES V222 TO V231
/PRINT EXTRACTION INITIAL ROTATION FSCORE
/PLOT ROTATION(1,2).

FACTOR 1 FACTOR 2
V222 .65929 48454
V223 -.66284 54161
V224 .61148 A5474
V225 .85626 .10544
V226 -.55227 .25383
V227 -.61964 .60310
V228 77662 .20798
V229 .77988 12126
V230 -.49355 .68987
V231 71278 .37806
Final Statistics:
Variable Communality * Factor Eigenvalue  Pct of Var  Cum Pct
V222 .66945  * 1 4.63308 46.3 46.3
V223 73270 * 2 1.85099 18.5 64.8
V224 .58070 *
V225 74430 *
V226 .36943 *
V227 74768 *
V228 .64640 *
V229 .62292 *
V230 71951 *
V231 .65098 *
Varimax Rotation 1, Extraction 1, Analysis 1 - Kaiser Normalization.
Varimax converged in 3 iterations.
Rotated Factor Matrix:
FACTOR 1 FACTOR 2
V222 .81818 -.00636
V223 -.20691 .83059
V224 .76204 -.00163
V225 74910 -.42796
V226 -.29055 .53387
V227 -.13550 .85400
V228 .74666 -.29815
V229 .69738 -.36958
V230 .01745 .84806
V231 79730 -.12368
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Factor Transformation Matrix:

FACTOR 1 FACTOR 2
FACTOR 1 .80116 -.59845
FACTOR 2 .59845 .80116
Horizontal Factor 1 Vertical Factor 2 Symbol Variable Coordinates
| 1 V222 .818 -.006
6 9 2 V223 -.207 .831
| 3 V224 .762 -.002
| 4 V225 749 -.428
5 | 5 V226 -.291 .534
| 6 V227 -.136 .854
| 7 V228 747  -.298
| 8 V229 .697 -.370
| 9 V230 .017 .848
. | 10 V231 797 -.124
| 31
| 10
|
| 8
| 4
|
|
|
|
|

6.3.6 Die Interpretation von Faktoren

Das Ergebnis der Faktorextraktion — und eventuell anschlielRender Rotation — ist
eine Beschreibung der Beziehungsstruktur zwischen standardisierten Observablen
z; und theoretischen Faktorei durch die Faktorladungsmatrig. Als wesent-

liche Aufgabe bleibt die Interpretation dieser funktionalen Amgigkeiten, d.h.

die Festlegung der inhaltlichen Bedeutung der Faktoren untercBsichtigung

der ermittelten Faktorladungen, und dierpiifung dieser Faktoren alifber-
einstimmung mit den theoretischen Grundannahmen.

Bei der im allgemeinen schwierigen Aufgabe der Interpretation von Faktoren hat
sich das Prinzip dekeitvariablendurchgesetzt, d.h. die besondere iBdsich-

tigung von Observablen mit hohen Faktorladungen bei der Namensgebung von
Faktoren. Im Sympathie-Beispiel sind aufgrund der klaren Trennung von Varia-
blengruppen und des Vorwissens aus der Analyse von Parteisympathieskalome-
tern die Interpretationsprobleme nicht grof3. Es wird deutlich, dal3 der auf Partei-
ebene identifizierte bipolare Faktor sich auf der Politikerebene in zwei Faktoren
aufspaltet:

fi : Sympathie Regierung
fa : Sympathie Opposition
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* Auszug aus: FACTOR INVARIABLES V222 TO V231
* /[PRINT EXTRACTION INITIAL ROTATION FSCORE
* /PLOT ROTATION(1,2).
Horizontal Factor 1  Vertical Factor 2 Symbol Variable Coordinates
| 1 V222 .818 -.006
6 9 2 V223 -207 .831
| 3 V224 762 -.002
| 4 V225 749 -.428
5 | 5 V226 -.291 .534
| 6 V227 -.136 .854
| 7 V228 747 -.298
| 8 V229 .697 -.370
| 9 V230 .017 .848
. | 10 V231 797  -.124
| 31
| 10
|
| 8
| 4
|
|
|
|
|

6.3.7 Die Berechnung der Faktorwerte

Ausgehend von der Gleichurig = F' A und unter Verwendung des Fundamen-
taltheorems der Faktorenanalyse wurde die Faktorladungsmsitrerechnet, mit
deren Hilfe die Sirke der Beziehungen zwischen Observablen und Faktoren er-
mittelt und eine inhaltliche Beschreibung der Faktoren durdigéefverden konn-

te. Die damit erreichte Strukturierung und Reduzierung der Observablen istin den
meisten Rllen bereits das eigentliche Ziel der Anwendung von Faktorenanalysen.
Prinzipiell ist es jetzt aber auchdglich, die Werte der Matri¥’, d.h. dieFaktor-
werteder theoretischen Variablen zu ermitteln. Diese explizite Bestimmung von
Faktorwerten ist in folgenderdiien sinvoll:

e \Vereinfachte Beschreibung einer Analyseeinheit durch einen Faktorwert an-
stelle von vielen Observablenwerten.

¢ Konstruktvalidierung, d.h. Durcbihrung von Tests, ob eine Observable den
Bedeutungsgehalt eines Faktors mif3t.

e Weiterverwendung von Faktorwerten anstatt der Observablenwerte in nach-
folgenden Analysen (z.B. als linear undiigige Variablen in einer Regres-
sionsanalyse).
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Grundstzlich ergeben sictuf die Ermittlung vonF' folgende Moglichkeiten:

1. Direkte Berechnung

Im Fall der Hauptkomponenten-/Hauptachsenanalyse, bei der genausovie-
le Faktoren wie Observablen erzeugt werden,Astiuadratisch. FallsA
zusatzlich invertierbar ist,dRt sich aus der Ausgangsgleichung eine Be-
stimmungsgleichungir F" ableiten:

Z = FA
ZA™' = FAA!
N——
-E,
Damit gilt:
F=ZA"

2. Schatzung(z.B. durch multiple Regression)

Im Fall vonr gemeinsamen Faktorgn < m) lassen sich die Faktorenwer-
te, d.h. die Elemente einer Matrik, schatzen:

F=ZB

Gesucht wirdB als(m x r)-dimensionale Matrix von standardisierten Re-
gressionskoeffizienteruf » Faktoren. Nach den Aushrungen zur multi-
plen Regressionsanalyse (vgl. Kapitel 6.2.2) dilt die Berechnung von
Regressionskoeffizienten:

b= (X"X)"'X"y

Daraus folgt iir B:

B = (Z'2)'Z"F
1

= m(Z"2)"'=Z'F
m

1 1
— (—zTgz\!
(m )
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Somit ergibt sich insgesamt:

F - ZB
= ZR 'Ry;

R, bezeichnet dabei die Korrelationsmatrix zwischen den Observablend
den Faktorery,, fur die gilt:

e Ry;r = A (= Vy, (factor pattern),
falls die Faktoren unkorreliert sind

e Ry =Vy, - C; (= Vs (factor structurg),
falls die Faktoren untereinander korreliert sind (z.B. nach einer schiefwink-
ligen Rotation) mitC'; als Korrelationsmatrix zwischen den Faktoren

Nachfolgende SPSS-Ausgabe diitlfiir das bekannte Beispiel die Matrix der Re-
gressionskoeffizienteB, die, multipliziert mit den standardisierten Observablen
Z, die Faktorwerteiir jede Analyseeinheit ergib¥(= Z B).

* Auszug aus: FACTOR IVARIABLES V222 TO V231
* /PRINT EXTRACTION INITIAL ROTATION FSCORE
* /PLOT ROTATION(L,2).

Factor Score Coefficient Matrix:

FACTOR 1 FACTOR 2
V222 .27067 12456
V223 .06049 .32004
V224 .25276 11784
V225 18216 -.06497
V226 -.01343 .18120
V227 .08784 .34107
V228 .20154 -.01030
V229 .17406 -.04825
V230 13770 .36234

V231 .24549 .07156



188 Kapitel 6. Multivariate Datenanalyse

6.4 Diskriminanzanalyse

6.4.1 Problemstellung

Aufgabe der Diskriminanzanalyse ist es, verschiedene AussagarBeziehun-

gen zwischen einer nominal skalierten und einer oder mehreren intervallskalierten
Variablen zu treffen. Aussagen dieser Art antworten auf eine der folgenden Fra-
gen:

e Wie genau &3t sich aus der Kenntnis mehrerer quantitativer (metrischer)
Merkmale auf ein qualitatives Merkmal schlie3en? Mit welcher Sicherheit
[af3t sich aus der Kenntnis metrischer Merkmale einer Untersuchungseinheit
auf die Zugebrigkeit zu einer Gruppe von Untersuchungseinheiten schlie-
Ben?

¢ In welchem Ausmalf tragen einzelne quantitative Merkmale zur Genauig-
keit der Vorhersage der Gruppenzugggkeit bei?

e Angenommen, ein Teil der Untersuchungseinheiten sei sowohl hinsicht-
lich seiner Gruppenzugéhgkeit (seines qualitativen Merkmals) als auch
hinsichtlich seiner quantitativen Merkmale bestimmt: zu welcher Gruppe
gelort eine Untersuchungseinheit, von der nur die quantitativen Merkmale
bekannt sind?

Am Beispiel von zwei Gruppen und zwei intervallskalierten Variablen sei
zurachst das Problem graphisch veranschaulicht (Abb. 6.17):

Offensichtlich gibt es in Abb. 6.17 — einem Streuungsdiagramm, das von den
Skalometerniir SPD und FDP aufgespannt wird — ein Gebiet, in dem Aidgeh

ge der Gruppe 1 (CDU-Whler) vorherrschen, und eines, in dem Aniyédre der
Gruppe 2 (SPD-\é&hler) vorherrschen.

9Abbildung und Berechnung der Mittelwerte (im Beispiel auf Seite 190) beruhen auf einer
Skala mit dem Wertebereich 1 bis 11, obwohl die Skalometerfragen im Berdidhis +5 zu
beantworten waren.
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PLOT OF V212 WITH V215 BY V202

| 2 2 I
| 222 222 222 2 |
| 22 2 222 2 22 2222 22 22 2 |
|2 22 2 22\ 22 2 222 22% 2 |
10+ 222 2922 $222 221 22322222 2 +
s | 2 2 222 2\ 2* 22 12$ 222 221 |
K | 2 2 2 22 22 \22222 222 $2 1 |
A | 2 2 2222 $222$$22 $$212 1 $ 111 2 |
L | 2 2 2 2212111 11 |
o) 75+ 2 22 222 21$$% $12% 1 1 +
M | 2 1 1 1 11 1111 1 |
E 12 2 1 11 $\1111112 11 |
T | 22 21 11 1 1$111 1111 111 |
E | 2 1 11 * 11 111 1111
R 5+ 1 11 111 1 1 +
: | 11 11 1 1 1 |
| 1 1 111 1 11 1 1 |
s | 11 1111\ 11 1
= 1111
D

SKALOMETER: FDP

Abb. 6.17: CDU- und SPD-\&hler im Streuungsdiagramm aus FDP- und SPD-Sympathie. CDU-
Wahler sind mit einet, SPD-Wahler sind mit eineR markiert,* steht fir die beiden Mittelwerte,

$ fur Positionen, die von CDU- und SPDahlern besetzt sind. Die Verbindungslinie zwischen
den beiden Mittelwerten gibt die erste Linearkombination an.
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6.4.2 \erfahren

Zur Untersuchung des Problems geht die klassische Diskriminanzanalyse
([Klecka 1980], [Nie/Hull/u.a. 1975, S. 434-467]) davon aus, dalR die beiden
Gruppen multinormalverteilt mit identischer Kovarianzmatrix, aber verschiede-
nen Mittelwertvektoren sind, auch wenn dieses Modell in der Regel von den Daten
nicht volls&ndig erfillt ist.

Das folgende Beispiel nutzt alle vagbaren Skalometerfragen und alle Befrag-
ten, die angegeben haben, CDU, SPD oder F2RI@n zu wollen, zur Beantwor-
tung der Frage, wie genau die Kenntnis der Sympathieskalometer die Antwort auf
die Sonntagsfrage vorhersagt:

* SPSS-Aufruf: DSCRIMINANT /GROUPS V202 (1,3)

* IVARIABLES V212 TO V231

* /ANALYSIS V212 TO V231

* /IMETHOD DIRECT

* ISTATISTICS 1 2 10 13 15 16.

Number of Cases by Group

Number of Cases

V202 Unweighted Weighted Label
1 176 176.0 CDU
2 203 203.0 SPD
3 24 24.0 FDP
Total 403 403.0

Group means

V202 V212 SPD V213 CDU V214 CSU V215 FDP
1 5.42045 9.47727 8.82386 7.21023
2 9.39901 5.56158 4.55665 5.40887
3 6.45833 7.45833 6.33333 8.33333
Total 7.48635 7.38462 6.52605 6.36973
V202 V220 V221 V222 V223 Brandt
1 5.39205 3.44318 6.54545 4.35227
2 8.53202 6.02463 5.10837 8.02463
3 6.12500 4.16667 7.37500 5.37500
Total 7.01737 4.78660 5.87097 6.26303
V202 V224 Genscher V225 Kohl V226 V227
1 7.86932 9.21591 3.32386 5.36932
2 6.38916 4.83744 5.45813 9.16749
3 8.70833 6.79167 4.50000 6.16667

Total 7.17370 6.86600 4.46898 7.33002
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Die erste Phase der Diskriminanzanalyse besteht darin, den Satz vorangabh
gen Variablen —ahnlich wie in der Faktorenanalyse — durch eine ausreichende
Anzahl neuer, untereinander nicht korrelierter Variablen, von sogenannten kano-
nischen Diskriminanzfunktionen, zu ersetzen. Aus der Anzahl der Agspigen

der ablangigen, nominal skalierten Variablen ergibt sich die Anzahl der kano-
nischen Diskriminanzfunktionen: zwei Gruppeankien durch eine Funktiom,
Gruppen durcly — 1 Funktionen getrennt werden. “Trennung” bedeutet hier die
Varianz-Maximierung der Gruppenmittelwerte der Diskriminanzfunktionen unter
der Nebenbedingung, dalR alle Diskriminanzfunktionen Linearkombinationen aus
den unabhngigen Variablen und untereinander unkorreliert sing.den Zwei-
Gruppen-Fall kann “Trennung” auch verstanden werden als der Abstand zwischen
den Mittelwerten der beiden Gruppen; die erste kanonische Diskriminanzfunktion
entspricht damit der Richtung, die durch die beiden in der obigen Abbildung mit
* angegebenen Gruppenmittelpunkte bestimmt igt.den Mehr-Gruppen-Fall
reicht diese Definition offenbar nicht aus, an die Stelle des Mittelpunktabstands
tritt daher die Varianz der Gruppenmittelwerte in der jeweiligen kanonischen Dis-
kriminanzfunktion.

Zur Auffindung der ersten kanonischen Diskriminanzfunktion ist daheachst
hypothetisch eine Linearkombination aller Variablen zu unterstellen und sodann
in Abhangigkeit von den Koeffizienten dieser Linearkombination die Varianz ih-
rer Gruppenmittelwerte zu maximieren. Hi@rfseien folgende Bezeichnungen
eingetfihrt:

Tikm . Wert deri-ten Variablen{= 1, ..., p), gemessen an det-ten Unter-
suchungseinheito = 1,...,n;) in derk-ten Gruppek = 1,...,9),
wobeid" ;. ny = ne

ZTike - Mittelwert deri-ten Variablen in dek-ten Gruppe

Tiee . Mittelwert deri-ten Variablenuber alle Untersuchungseinheiten, d.h.
ohne Ansehen ihrer Gruppenzugeigkeiten

Fur die Linearkombinationen wird der Buchstapeerwendet; der (erste) Index
j( =1,...,q anstelle von) bezeichnet dann digte Linearkombination. Die
Bedeutungen von;..., vk UNdy, .. Sind den entsprechendeiir fr analog. Die
Koeffizienten derj-ten Linearkombination werden mit;; bezeichnet. Dann gilt
fur den Wert deyj-ten Linearkombination des-ten Falles in dek-ten Gruppe:

Yjkm = Ujo T Uj1T1km + Uj2T2km + - - - + UjpTpkm
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Zur Vereinfachung der Ableitung wird von den Linearkombinationen (nicht aber
von den Variablen) gefordert, daf3 sie wie folgt standardisiert seien:

yjoo = 0
1 g ng

D> Wikm — Yiwe)® = 1

Ne = 9 1. =1 m=—1

Jede Linearkombination soll alédoer alle Gruppen den Mittelwert Null und in-
nerhalb der Gruppen die Varianz Eins haben.

1 Tk
yj“:O = 72 Zyjkm
N2 m=1
152
0 = ” Z Z Ujo + Uj1 T1km + Uj2Tokm + - - - + UjpTpkm )
k=1m=1
1 N D
= > > (Ujo + Zuﬂxikm>
N m=1 i=1
1 g Nk P Nk
DDt = Z ( szzkm)
k=1m=1 = k=1 m=1
P
Ujo = Z UjiLiee
—1
Yjkm = Z Uﬂ(%km - xi..)
Damit ist

p

Yjke = Z(%k. - %’..)Uji
i=1

Die zu maximierenden Varianzen der Gruppenmittelwerte der kanonischen Dis-
kriminanzfunktionen (die mit den Grupperfiden gewichtet werden) betragen

]ko - joo)

y]k:. o

Wegeny,.,. = 0 (siehe oben) ist also folgende Funktion der Koeffizienten der
Linearkombination zu maximieren:

g
Vi(w) = npyie < Maximum
k=1
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Unter Verwendung der Matrizenschreibweise ist dies gleichbedeutend mit

V=u'(X;, - XX - XJu

Darin ist

X eine Matrix, die in jeder Zeilellr einen Fall anstelle seiner Varia-
blenwerte die zugeirigenGruppemittelwerte enthlt, und

X, eine Matrix, die in jeder Zeilelir einen Fall anstelle seiner Varia-

blenwerte die zugdirigenGesammittelwerte enthlt;

X, — X, enthaltalso fir jeden Fall die Differenz zwischen Gruppen- und Ge-
samtmittelwert.

Die Matrix (X ,— X ,)”(X—X,) = B wird alsbetween-groups sums of squares
and crossproducts matrixezeichnet. Zu maximieren ist also

V =u'Bu

Die Diskriminanzfunktionen sollen (vgl. Vorseite) standardisiert werden, so dal3
ihre intra-Gruppen-Varianz gleich 1 ist, d.h. es soll gelten:

g ng

Z Z (yjkm - yjk-)2 =TNe— ¢

k=1m=1
Mit den letzten Ergebnisseriif y;x,, und y;;. [aBt sich der Klammerausdruck
dieser Gleichung als
p
Yjkm — Yjke = Z(%km - wz‘k.)uji
=1

und die Summe der Quadrate somit in Matrizenschreibweise als
g
Z Z Yjkm — ka° = uT(X - Xk)T(X - Xi)u
k=1

darstellen.

Darin istX die ursptingliche Datenmatrix. Die MatrigX — X ;)7 (X — X,) =
W wird alswithin-groups sums of squares and crossproducts magzeichnet.
Damit lautet die Nebenbedingung

—g—u"Wu=0
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u errechnet sich aus dem Gleichungssystem

0H
i
ou
mit
H=u"Bu+ \n,—g—u"Wu)

Eingesetzt ergibt dies:

8—H:2Bu—2)\W’u:0
ou

Nach Vereinfachung zu
Bu = \Wu

stellt sich wiederum ein Eigenwertproblem, das mit Standardverfabstat ist.

Die letzte Gleichung hat = min(p, (9—1)) — in der Regel voneinander verschie-
dene — losungen. Dabei sind;, uo, . . . , u, die zueinander orthogonalen Vekto-
ren der Koeffizienten der kanonischen Diskriminanzfunktionenynds, .. ., A,

die zugelrigen Eigenwerte. Aus den Koeffizientenvektoren ergibt sich (aller-
dings erst nach Standardisierung bzw. gerade dann, wenn die DatenNatrix
standardisierte Variablen eidtl), welche Variablen zu welchen kanonischen Dis-
kriminanzfunktionen beitragen,afarend aus den Eigenwerten die Diskriminati-
onskapazit der zugrundeliegenden Variablen folgt.

Damit lassen sichlir jeden Fall die Werte in den Linearkombinationen berechnen
und insbesondere auch graphisch darstellen (vgl. Abb. 6.18 bis 6.22). AuRerdem
konnen die Gruppenmittelwerte der Linearkombinationen ausgerechnet werden:

Canonical Discriminant Functions evaluated at Group Means(Group Centroids)

Group FUNC 1 FUNC 2
1 1.62852 .13854
2 -1.49193 .05272

3 .67675 -1.46188
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All-groups Scatterplot

* indicates a

el R —

40 + group centroid
| 22
| 2 222 2 1 | Across:  Function 1
| 22 #22222 111211 1 | Down: Function 2
| 22#22222#11111#111 1 1 |

0 + 2 2#22*222##1#*11111 +

| 2 2#22322#31111111 |
| 2 ###2#2 *3 311 |
| 2222 3#3 3 3 |
| 2 3 3 |

-4.0 + +
I I
I I
I I
I I

Out X X

Abb. 6.18: “All-groups Scatterplot”
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out XX L et R R PR )¢ X
| [ Group 1
[ | CDU
I I
| [ * indicates a

4.0 +I IL group centroid
| 1 | Across: Function 1
| 111111 1 | Down: Function 2
[ 1 11121112111 1 1 |

0 + 1 11111*11111 +

| 1 1111111211 |
I 11 I
I 1 I
I I

-4.0 + +
I I
I I
I I
I I

Out X X

Abb. 6.19: Streuungsdiagramrarfdie CDU-Wahler
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out XX e X
| [ Group 2
[ [ SPD
I I
| [ * indicates a
40 + + group centroid
I 22 I
| 2 222 2 | Across:  Function 1
| 22 222222 2 | Down: Function 2
[ 2222222222 |
0 + 2 2222*22222 +
[ 2 2222222 |
| 2 2222222 |
| 2222 |
I 2 I
-4.0 + +
I I
I I
I I
I I
Out X X

Abb. 6.20: Streuungsdiagramiiarfdie SPD-Vhler
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RS S S S S——"
Out XX X X
| | Group 3
| [ FDP
I I
| | * indicates a
40 + + group centroid
I I
| | Across: Function 1
| [ Down: Function 2
I I
0 + 33 +
[ 3 33333 3 |
| 33*3 3 [
[ 3333 3 [
I 3 3 I
-4.0 + +
I I
I I
| |
Out X X

Abb. 6.21: Streuungsdiagramiiarfdie FDP-Wahler
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Ungrouped cases

I
| Across:  Function 1
| ## ## # | Down: Function 2
| # Ht # |
0 + # HEHHHHHHAR # +

[ HHHHIH # |
| HHHHHHE |
| # I
I I

4.0 + +
I I
I I
| |
I I

Out X X

Abb. 6.22: Streuungsdiagramiiarfdie Befragten mit unbekannter Wahlentscheidung

Zur Darstellung der Diskriminationskapatitvird Wilks’ Lambdaverwendet, das
wie folgt definiert ist:

q
1

A= ] —— 0<Ap<1
z’:k+11+)‘i

Dabei istk die Anzahl der bereits (in der Reihenfolge deroGe ihrer Eigen-
werte) berechneten kanonischen Diskriminanzfunktionen und Lambda ein Mafl3
fur die in den Variablen noch verbleibende Diskriminationskapaditsbesonde-

re fur k = 0 zeigt A die gesamte Diskriminationskapa#itund zwar ist Lambda
umso goiRer (rdher an 1.0), je geringer die Diskriminationskapazgt, und umso
kleiner (raher an 0.0), je @f3er sie ist. Damit ist die erste der drei in der Problem-
stellung (Seite 188) genannten Fragen beantwortet: es ist mit Wilks’ Lambda ein
skalares Mal3ifr die Diskriminationskapazt gefunden (ein weiteres, anschauli-
cheres a3t sich nach Beantwortung der dritten Frage gewinnen).

Canonical Discriminant Functions
Pct of Cum Canonical After Wilks’

Fcn Eigenvalue Variance Pct Corr Fcn Lambda Chisquare DF Sig

0 .2643 519.567 40 .0000
1* 23240 9439 9439 .8362: 1 .8787 50.509 19 .0001
2% .1381 5.61 100.00 .3483 :

* marks the 2 canonical discriminant functions remaining in the analysis.
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6.4.3 Beurteilung der einzelnen Variablen

Fur die Beantwortung der zweiten Fragdit sich die gleiche Analyséirf jede
einzelne Variable durciihren; auf diese WeisélRt sich jeder einzelnen Varia-
blen ein Wilks’ Lambda zuordnen; umgekehrt kann auch Wilks’ Lamlidalfie
Variablen mit Wilks’ Lambda ifir alle bis auf eine Variable verglichen werden,
um so den marginalen Beitrag jeder einzelnen Variablen zur Gruppentrennung zu
ermitteln.

AulRerdem lassen sich die Korrelationen zwischen den Variablen und den Linear-
kombinationen berechnen:
Structure Matrix:
Pooled-within-groups correlations between discriminating variables
and canonical discriminant functions

(Variables ordered by size of correlation within function)

FUNC 1 FUNC 2

V212 -.69376* .06056
V225 .61725* .30842
V213 .60967* .25745
V217 .59263* .15546
V214 .58623* .32877
V218 .58034* .29889
V227 -.58021* .10879
V223 -.53125* .02788
V220 -.52181* .07375
V230 -.44385* .06111
V229 A42570* .21021
V228 .38915*  -.17019
V221 -.34519* .01691
V231 .30409*  -.25461
V216 -.27871*  -.06339
V226 -.26596*  -.13148
V215 .29337 -.51391*
V224 24441 -.40322*
V219 .36946 -.39122*
V222 .21834 -.36431*

Die vorstehende Tabelle eidtlh die Korrelationen zwischen den Linearkombina-
tionen und den Skalometern. Sie sind uéBlich, um zu ermitteln, worin sich

die Gruppen unterscheiden. Die erste — in den Bildern 6.18-6.22 waagerecht
dargestellte — Linearkombination korreliert alffg hoch negativ mit dem SPD-
Skalometer (V212) und positiv mit dem Kohl-Skalometer (V225); hier scheint es
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sich also um die “links”-“rechts”-Dimension zu handeln. Die zweite — in die-
sen Bildern senkrecht dargestellte — Linearkombination korreliert negativ mit
den Skalometerriii die FDP (V215) undifr Genscher (V224); diese Dimension
ware vorhufig als “Anti-FDP-Dimension” zu bezeichnen.

6.4.4 Klassifikation

Fur die dritte Frage mufl3 zagzlich zur Ableitung der kanonischen Diskriminanz-
funktionen noch ein Klassifikationsverfahren beschrieben werden. Unterstellt war,
dal3 jede einzelne Gruppe multinormalverteilt mit identischer Kovarianzmatrix
und gruppenspezifischem Mittelwertvektor ist. Darait sich (auch ohne kano-
nische Diskriminanzfunktionen) die Distanz jeder einzelnen Untersuchungsein-
heit zu allen Gruppenmittelpunkten (Zentroiden) ermitteln; unter Zuhilfenahme
der kanonischen Diskriminanzfunktion&ii3t sich diese Distanz auch unabhig

von den Skaleneinheiten der einzelnen Originalvariablen berechnen.

Im einfachsten Fall wird jede Untersuchungseinheit derjenigen Gruppe zugeord-
net, zu der sie die geringste Distanz besitzt. Da nach Voraussetzung die kano-
nischen Diskriminanzfunktionen so berechnet worden sind, daflfe Grup-

pen ihre Kovarianzmatrizen mit der Einheitsmatibxereinstimmen, also sich in
jeder Gruppe Varianzen auf Eins und Kovarianzen (Korrelationen) auf Null be-
laufen, sind iir jede Gruppe die Distanzen der einzelnen Untersuchungseinhei-
ten vom Gruppenmittelpunkt?-verteilt mit ¢ Freiheitsgraden. i jede Unter-
suchungseinheit kann also mit Bezug auf jeden Gruppenmittelpunkt angegeben
werden, wie grol3 die Wahrscheinlichkeit ist, Untersuchungseinheiten noch weiter
entfernt anzutreffen. Diese Wahrscheinlichkeit wildlicherweise verstanden als

die Wahrscheinlichkeit, daf3 diese Untersuchungseinheit zur jeweiligen Gruppe
gelort.

Der Gang der Rechnung wird anhand der ersten beiddle Bes Datensatzes
verfolgt,

Case Mis Actual Highest Probability 2nd Highest Discrim
Number Val Sel Group Group P(D/G) P(G/D) Group P(G/D) Scores
1 1 1 .3599 .9774 3 .0168 1.6720
1.5676
2 2 2 .2161 .9910 3 .0089 -2.8357
-1.0692

fur die als Werte der beiden Linearkombinationen (“discriminant scores”)
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Fall Func 1 Func 2
1 1.6720 1.5676
2 —2.8357 —1.0692

berechnet wurden. Das Quadrat der Entfernung von den Gruppenmittelwerten be-

tragt
q

Dio = (Yjkm — Yijke)’

j=1

Die Entfernungen des Falles 1 zu den Mittelwerten der drei Gruppen betragen

Gruppe Dy, D% | P(x* > D)) | P(G|D)
Gruppe 1| 1.42972| 2.04410 0.35986| 0.9774
Gruppe 2| 3.50789| 12.30529 0.00213| 0.0021
Gruppe 3| 3.18877| 10.16825 0.00619| 0.0168
Summe 0.36818| 1.0000

so dal3 — schon nach der Spaltg, — Fall 1 am ehesten zu Gruppe 1 zu gsdn
scheint (was auch tatshlich nach dem Wahlverhalten laut Datensatz der Fall ist).

Dz, ist um den Gruppenmittelpunkyis., - . . , yske) X>-verteilt mit ¢ Freiheits-
graden, denn es handelt sich um — vgl. obige Gleichung — eine Summe von
g Quadraten normalverteilter Zufallszahlen (vgl. hierzu auch Kapitel 5.2.1 und
5.2.2). Damit &Rt sich die Wahrscheinlichkeit(x* > D?) berechnen, daldfle
gefunden werden, die noch weiter vom Gruppenmittelpunkt entfernt liegdn als
— diese Wahrscheinlichkeit sei identifiziert mit der WahrscheinlichR¢ib|G),

der Wahrscheinlichkeit, bei dieser Distanz zur Gruppe zwogeh Im allgemei-

nen werden sich diese Wahrscheinlichkeiten nicht zu 1 addieren; daher werden sie
durch Division durch die Summe dieser Wahrscheinlichkeiten in die Wahrschein-
lichkeiten P(G|D) — die als Wahrscheinlichkeiten ansehbar sind, daf? Fall 1 zu
einer der drei Gruppen géht — umgerechnet.

Die Zuweisung zu derjenigen Gruppe, bei dardine Untersuchungseinheit die-
se Wahrscheinlichkeit amdehsten ist, stimmt mit einer auf Distanzbasis er-
folgendentberein; die Wahrscheinlichkeitsklassifizierung kann jedoclatzus
lich noch an im voraus bekannte Zug@eigkeitswahrscheinlichkeiten angepal3t
werden. Dazu werden die urgjmglich abgeleiteten Gruppenzu@eigkeitswahr-
scheinlichkeitenP(D|G) mit der a-priori-Wahrscheinlichkeit, zu der betreffen-
den Gruppe zu geinen, multipliziert. Die Zuweisung erfolgt dann zu der Grup-
pe, bei der dieses Produkt amdhsten ist. Bei der Auswertung vaapriori-
Wahrscheinlichkeiten wird die Zugéhgkeit zu groRen Gruppen besser, die zu
kleinen schlechter adiziert.
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Auf die gleiche Weise &innen Rlle, deren Gruppenzugétgkeit nicht bekannt
ist oder bei der Berechnung von Mittelwerten und kanonischen Diskriminanz-
funktionen nicht beaicksichtigt wurde, ebenfalls klassifiziert werden.

Symbols used in territorial map

Symbol __ Group _ Label
1 1 CDhU
2 2 SPD
3 3 FEDP .
* Group Centroids
B T S
8.0 + 21 +
I 21 I
| 21 | Territorial Map
I 21 I
| 21 | * indicates a
40 + + + + 21 + + + + group centroid
I 21 I
[ 21 | Across:  Function 1
| 21 | Down: Function 2
I 21 I
.0 + + + +* 2111*+ + + +
| 222331111 |
| 22333*33311111 |
[ 22233 333331111 |
| 22333 33331111
-4.0 + + + 2233 + + + 333311111+
[ 22233 333331
| 22333 33|
[ 22233 |
[ 22333 |
8.0 + +----+--2--2-3-3--+----+----+---- + +

Abb. 6.23: “Territorial map”

Darliber hinaus ist es aglich, den von den kanonischen Diskriminanzfunktionen
oder den von den Originalvariablen aufgespannten Raum in Gruppenterritorien
zu gliedern (vgl. Abb. 6.23). Im Zwei-Variablen-Fall handelt es sich dabei um die
Zerlegung der Ebene durghGeraden, wobei wieder identische Kovarianzmatri-
zen der Originalvariablen in den einzelnen Gruppen unterstellt sind.

Auf der Basis der Klassifikatioral3t sich ein weiteres MaRifdie Qite der Grup-
pentrennung ableiten, das die Anzahl der Fehlklassifikationen zur Grundlage hat.
Bei bekannten Gruppengféen wird bei zudlliger “Klassifikation” ein Teil der

Falle richtig zugeordnet (dieser Anteil ergibt sich als Summe der Quadrate der
a-priori-Wahrscheinlichkeiten). Wird die Zahl der durch Raten richtig zugeord-
neten Rlle sowohl von der Zahl der durch die Diskriminanzanalyse richtig klas-
sifizierten als auch von der Zahl allealfe subtrahiert, und werden die beiden
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Differenzen dividiert, so ist das Ergebnis das Assoziationsma@in Goodman

und Kruskal [Liebetrau 1983, S. 24-31], das gerade Null ist, wenn die Diskri-
minanzanalyse ein Ergebnis gebracht hat, welches ebenso schlecht ist, wie das
Ergebnis schlichten Ratens, und das Eins ist, wenn die Diskriminanzanalyse alle
Falle richtig klassifiziert hat.

Classification Results -

No. of Predicted Group Membership

Actual Group Cases 1 2 3
Group 1 176 149 14 13
CDhU 84.7% 8.0% 7.4%
Group 2 203 4 188 11
SPD 2.0% 92.6% 5.4%
Group 3 24 3 3 18
FDP 12.5% 12.5% 75.0%
Ungrouped Cases 70 8 46 16

11.4% 65.7% 22.9%

Percent of "grouped" cases correctly classified: 88.09%

Im vorliegenden Fall vire ohne Kenntnis der Skalometer die Eirggebing der
Antwort der 403 Befragten auf die Sonntagsfrage

176 203 24
1 — 42 — 4+ 24 x — = 102+1=1
76*403—1- 03*403+ *403 77+ 102 + 80
d.h. in 44.8% der &lle, richtig gewesen. Mit Kenntnis der Skalometer und
nach Durchifihrung der Diskriminanzanalyse hat sich die Anzahl der richtigen
Einscratzungen auf49 + 188 + 18, d.h. auf 88.1% verbessert. Die anteilige Re-
duktion des Fehlers (PRE, vgl. Kapitel 5.2.3) kgtralso 0.784:

Prozentualer Fehler ohne Kenntnis 0.552
Prozentualer Fehler mit Kenntnis  0.119
Fehlerreduktion 0.433
Anteilige Fehlerreduktion 0.784

Die letzte Zeile der ungruppiertenalie in der Klassifikationstabelle gibt an,
wie sich die Befragten mit unbekannter Partafprenz vermutlich entscheiden
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wirden, wenn sie ihre Partei- und Politikersympathien auf die gleiche Weise in
ihre Stimmabgabe umsetzen wie die Befragten mit bekannter Parfeignz.

Bei Nutzung der Information uber die Gruppengfien @-priori-
Wahrscheinlichkeiten) ergeben sich bei CDU und SPD 1590) bzw. 200
(+12) richtige Zuordnungen, bei der FDP nur noch-71().

6.4.5 Kanonische Korrelation

Abschliel3end sei erahnt, dal? die Diskriminanzanalyse forragjuivalent ist mit

einer kanonischen Korrelationsanalyse ([Levine 1977], [Gaensslen/84i9u16,

S. 165-198)), bei der der eine Variablensatz die Menge der diskriminierenden Va-
riablen, also wiederum der Variablan (: = 1,...,p) und der andere ein Satz

von (¢ — 1) Dummy-Variabler, z,, . . ., z,_1 ist. Fur den Fallm aus der Grup-

pe k ist zxr,, = 1 und sind allezy,,,, = 0 fur [ # k. Die z-Werte eines Falles

aus der Gruppe (der Gruppe mit der &chsten Gruppennummer) sindnstlich

Null, so dal? mit den Werteny,,, (I = 1,..., (g — 1)) von denen bchstens einer
gleich Eins, alle anderen aber gleich Null sind, die Gruppenzurggeit genau
beschrieben ist. Aufgabe der kanonischen Korrelationsanalyse ist es nun, Linear-

kombinationen
p

Sjkm = Y (Zikm — Zies)Vi
=1

und
p

tjkm - Z(xzkm - xioo)uz’
=1

so zu bestimmen, dal}

e die Korrelation vons; und¢; maximal wird und

o die partielle Korrelation vors; undt;,j > 1, unter rechnerischer Kon-
stanthaltung alles;; undt;, ;' < j, maximal wird, wobei gleichzeitig alle
Korrelationen zwisches; und s;~, t; undt;», s; undt;, sowie s;» und
tj,j" < j, verschwinden.

Danach ergibt sich als Korrelationsmatrix der kanonischen Variahlandt; je-

weils miteinander die Einheitsmatrix und als Korrelationsmatrixsgenit dent;

eine Diagonalmatrix mit von links oben nach rechts unten fallenden sogenann-
ten kanonischen Korrelationen, die die gesamte Informaiioer die linearen
Abhangigkeiten zwischen den beiden Originalvariabfnsn enthalterUbliches
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Mald fur die Starke des (linearen) Zusammenhangs insgesamt zwischen den bei-
den Variablenatzen ist wiederum Wilks’' Lambda, das auf der Basis der kanoni-
schen Korrelationen definiert ist als

q
A=TJ1 - rfj)
j=1

wobeir,; fur eine derg kanonischen Korrelationen steht ugdlie kleinere der
beiden Variablenanzahlen in den beiden Varialiéren ist.

Werden — wie oben beschrieben=~i = 1,..., (g — 1)) als Dummy-Variablen
zur Beschreibung der Gruppenzug@ebgkeit gebildet, so sind die Linearkombina-
tionent; (j = 1, ..., ¢) der kanonischen Analyse mit den kanonischen Diskrimi-
nanzfunktionery; der Diskriminanzanalyse identisch.
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6.5 Clusteranalyse

6.5.1 Problemstellung

Die Clusteranalyse (in ihren verschiedenen Aagpingen) hat zur Aufgabe, die
Falle (Objekte, Befragten) zu oglichst homogenen Gruppen (Clustern) zusam-
menzufassen. Hierzu muR zwischen déiiéh einAhnlichkeitsmaf (oder, in um-
gekehrter Betrachtungsweise: ein Distanzmald) definiert sein, das es eitaubt,
liche Falle bzw. Ralle mit geringer Distanz zu gruppieren, mit dem Ziel, dal3 die
Gruppen untereinanderaglichst urdhnlich sind oder riglichst grol3e Distanzen
aufweisen.

6.5.2 Verfahren

Im wesentlichen werden hierarchische agglomerative und partitionierende Ver-
fahren unterschieden.

Hierarchische agglomerative Verfahrdreginnen bei den einzelnerélfen und
fassen zuachst die zweahnlichsten Blle zusammen (agglomerativ) uniigien

dann alle weiteren #&le nach dem MaRe ihrefAhnlichkeit zu dem entste-
henden Cluster hinzu, wobei eine Hierarchie der Zusammenfassungen entsteht,
die sich in einer baumartigen Struktur (Dendrogramm) veranschauliéign |

Je nach dem, wie das Aijen im einzelnen geschieht (“sorting strategy”
[Aldenderfer/Blashfield 1984, S. 38]), wird differenziert:

¢ single linkage:
Ein neuer Fall wird einem Cluster andjgt, wenn wenigstens ein Fall aus
diesem Cluster auf demselbénlichkeitsniveau steht wie der neu ein-
zufigende Fall. Br die Beurteilung deAhnlichkeit zwischen neuem Fall
und Cluster wird das Cluster also durch denjenigen seiabe Fepasen-
tiert, der dem einziifgenden Fall arahnlichsten ist.

e complete linkage:
Ein neuer Fall wird einem Cluster anget, wenn alle Blle aus diesem
Cluster auf demselbekhnlichkeitsniveau stehen wie der neu eirizygnde
Fall. Fur die Beurteilung deAhnlichkeit zwischen neuem Fall und Cluster
wird das Cluster also durch denjenigen seingltd=repasentiert, der dem
einzufigenden Fall am wenigstémnlich ist.
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e average linkage:
Ein neuer Fall wird einem Cluster angigt, wenn die Blle aus diesem Clu-
ster im Mittel auf demselbeAhnlichkeitsniveau stehen wie der neu ein-
zufugende Fall. Br die Beurteilung deAhnlichkeit zwischen neuem Fall
und Cluster wird das Cluster also gewissermalien (genau gilt dasimur f
die Zentroid-Methode — nicht zu verwechseln mit der veralteten Zentro-
idmethode bei der Faktorenanalyse —, die allerdings metrische Merkmale
voraussetzt) durch seinen Mittelpunkt raépentiert.

e Ward’s method:
Auch dieses Verfahren setzt — wie die Zentroid-Methode — metrische
Merkmale voraus. Sie beurteilt die Summe der quadrierten Entfernungen
der Ralle eines jeden Clusters vom Mittelpunkt ihres jeweiligen Clusters
(Fehlerquadratsumme, “error sum of squares”) uingrtf jene Clusterzu-
sammenfigung aus, die den geringsten Zuwachs in dieser Fehlerquadrat-
summe zur Folge hat.

Fur alle Varianten der agglomerativen Clusteranalyse ist es erforderlich, erst ein-
mal eine Matrix der Distanzen (odéhnlichkeiten) zwischen allen&fen (und
Clustern) zu berechnen; sie sind daher sehr speicheraufwendig. Distanzen oder
Ahnlichkeiteniiber metrische Variable werden bezeichnet als:

Euklidischer Abstand

m
\IZ Lik _x]k

Quadratischer euklidischer Abstand

m
Z Lik — xjk
k=1

City-Block-Abstand

m

dij = Z |Tir — Ljk
k=1

Chebyshev-Abstand

m
dij ril Tk — Tjk



6.5. Clusteranalyse 209

¢ Verallgemeinerter Abstand

m
k=1

(p = 2,7 = 2 ergibt den euklidischen Abstangd,= 2, = 1 den qua-
drierten euklidischen Abstang,= 1, = 1 den City-Block-Abstand und
p = oo, = oo den Chebyshev-Abstand)

Daneben eignen sich — vor allem wenn die Blickrichtung umgekehrt wird und
eine Gruppierunghnlicher Merkmale zu Merkmals-Clustern beabsichtigt ist —
alle Korrelations-, Assoziations- und PRE-Mal3e gtinlichkeitsmessung.

SchlieRlich kann die Clusteranalyse — ohne Auswertung von Merkmalen bei
Fallen — gleich auf eineAhnlichkeits- oder Distanzmatrix aufsetzen.

Partitionierende Verfahremeginnen mit einer beliebigen Anfangsaufteilung der
Falle in Cluster und gehen dann folgendermal3en iterativ vor:

1. Sie berechnen die Mittelpunkte der Cluster (hierzu bedarf es wiederum me-
trischer Merkmale),

2. weisen dann jeden Fall demjenigen Cluster zu, dessen Mittelpunkt am
nachsten liegt und

3. berechnen die Mittelpunkte der Cluster neu.

4. Die Schritte 2 und 3 werden solange augbetf, bis in einem Durchgang
kein Fall mehr seine Cluster-Zugatigkeit andert.

In SPSS zum Beispiel sind die beschriebenen Varianten der agglomerativen Ver-
fahren in der Method€LUSTERealisiert, wvAhrend eine Variante der partitionie-
renden Verfahren in der Method@JICK CLUSTERIurchgetihrt wird.
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6.5.3 Partitionierende Verfahren: Ein Beispiel

Anhand einer weiter verkleinerten Anzahl voiallen aus dem Wahl-Datensatz
kann gezeigt werden, dafld mit den auch zur lllustration der Diskriminanzanalyse
verwendeten Skalometerfragen eine Bildung von Gruppen recht gglich ist.
Anders als bei der Diskriminanzanalyse lautet die Fragestellung hier nicht:

Lassen sich die \&hler unterschiedlicher Parteien nach ihrer Sympa-
thie fur Parteien und Politiker voneinander unterscheiden?

sondern:

Lassen sich die \&hler in homogene Gruppen aufteilen, die sich in
den Sympathieeinstufungen ihrer Mitglieder unterscheiden?

An diese Fragédl3t sich hernach die zweite anschlieRen: Wodurch lassen sich die
gefundenen Gruppen, aul3er durch ihre Sympathieeinstufungen, noch charakteri-
sieren?

Das zurachst vorzustellende partitionierende VerfahrenQICK CLUSTER
vermag noch alle &lle zu verarbeiten. Zur Clusterbildung werden alle Sympa-
thieskalometer benutzv@12 TO V231), die Anfangsaufteilung beginnt mit
den am weitesten voneinander entferntenaturichsten) Bllen (INITIAL
SELECT) in zwei Clustern {CRITERIA CLUSTERS (2) ). Am Schlul3 der
Auswertung werden die Alétde von den enddfigen Clustermittelpunkten aus-
gegeben/PRINT DISTANCE), aul3erdem wird eine VarianzanalygeNOVA
durchgetihrt. Die endgltige Clusterzugebrigkeit wird in der VariablerSKQC2
abgespeicherf$AVE CLUSTER (SKQC?2).

* SPSS-Aufruf: QUICK CLUSTER V212 TO V231
* /INITIAL SELECT /CRITERIA CLUSTERS (2)
* /PRINT DISTANCE ANOVA /SAVE CLUSTER (SKQC2).

Der Algorithmus sucht nun bei einem ersten Durchgang durch die Daten die bei-
den am weitesten voneinander entferntalé= Zurachst werden die beiden ersten
Falle genommen; ihre Variablenwerte und ihr Abstand werden gespeichert. Dann
wird der dritte Fall genommen und daraufhiberpiift, ob die Kirzeste Distanz

von ihm zu einem der ersten beideslle (d.h. den vodufigen Clustermittelpunk-

ten) gibRer ist als die Distanz zu den beiden erstéltel. Wenn das der Fall ist, er-
setzt er denjenigen v@ufigen Clustermittelpunkt, dem er araatsten liegt. Mit

allen folgenden Bllen wird ebenso verfahren, so dal? immer nur die Positionen der
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vorlaufigen Clustermittelpunkte und ihre Distanzen gespeichert werdessen.
(Diese Positionen und Distanzen werden von SPSS nur ausgegeben, wenn die
Option/CRITERIA ... NOUPDATE eingesetzt wird. In diesem Fall werden
allerdings fir die enddgltige Berechnung der Clusterzugelykeiten auch nur die

im ersten Durchgang gefundenen am weitesten voneinander entfeéiterals
Clustermittelpunkte verwendet.)

Ohne die OptiordlCRITERIA ... NOUPDATE wird sodann eine erste Zuwei-
sung aller Rlle zu den vodufigen Clustern vorgenommen. Deren Mittelpunkte
werden al<lassification Cluster Centeeusgegeben:

Classification Cluster Centers.

Cluster V212 V213 V214 V215
1 45816 10.3732 9.6905 3.0913
2 10.1201 3.2893 4.9435 7.6474
Cluster V216 V217 V218 V219
1 7.4773 10.3162 10.3580 9.6900
2 9.7784 2.3445 2.3422 2.3572
Cluster V220 V221 V222 V223
1 2.7116 1.8687 8.0241 3.8151
2 10.0341 10.0610 2.0119 10.3927
Cluster V224 V225 V226 V227
1 10.0111 10.2255 1.7929 3.0347
2 2.1816 1.6317 9.9457 10.4019
Cluster V228 V229 V230 V231
1 10.4107 10.3033 2.0559 9.8184
2 2.2248 1.4955 10.1247 1.4907

In einem zweiten Durchgang durch die Daten werden nun d¥assification
Cluster Centersls Clustermittelpunktelir die enddiltige Zuweisung der &le

zu den Clustern verwendet: Jeder Fall @elzu dem Cluster, dessen Clustermit-
telpunkt er am &chsten liegt. Nach dieser eridiggen Zuweisung der &lle zu
Clustern werden die enddligen Clustermittelpunkte berechnet:

Final Cluster Centers.
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Cluster V212 V213 V214 V215
1 6.2819 8.9614 8.2239 7.1236
2 8.8364 45093 3.6215 4.8832
Cluster V216 V217 V218 V219
1 3.5444 8.6023 8.8224 7.4093
2 6.4626 4.4626 4.6262 4.6682
Cluster V220 V221 V222 V223
1 6.0193 3.8417 6.6911 5.1081
2 8.1168 6.7243 4.3364 7.9486
Cluster V224 V225 V226 V227
1 7.8571 8.6795 3.6486 6.0386
2 5.7290 3.7196 6.4299 8.7570
Cluster V228 V229 V230 V231
1 8.6062 8.4015 5.6023 6.7027
2 5.8925 3.9813 7.3505 3.8224

AulRRerdem werden die Entfernungen zwischen den Clustermittelpunkten ausgege-

ben:

Distances between Final Cluster centers.

Cluster 1 2
1 .0000
2 14.5655 .0000

Eine Varianzanalyse fift, ob sich die Cluster in den einzelnen zur Analyse be-
nutzten Variablen signifikant unterscheiden:

Analysis of Variance.

Variable Cluster MS DF Error MS DF F Prob
V212 764.7097 1 4.9803 471.0 153.5483 .000
V213 2322.5834 1 3.4673 471.0 669.8549 .000
V214 2482.1568 1 45761 471.0 542.4151 .000
V229 2289.5140 1 5.6139 471.0 407.8268 .000
V230 358.1048 1 5.4751 471.0 65.4065 .000
V231 972.1195 1 4.2916 471.0 226.5149 .000
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Wie ersichtlich, unterscheiden sich die beiden Cluster auf allen Varialileimsh
signifikant.

Schliel3lich wird die Anzahl derdfle in den einzelnen Clustern angegeben:

Number of Cases in each Cluster.

Cluster unweighted cases weighted cases
1 259.0 259.0
2 214.0 214.0
Missing 27
Total 473.0 473.0

PLOT OF V212 WITH V215 BY SKQC2
S I S SR S S S S S—

| 2 2 2 |
| 2 2 $ 1 2 1 22212 12 |
| 222 22 2 $21222 2 212 11 |
| 21 22 2222 12 2% 2 2 $ 211 |
10+ 222 2 2 22 122 22$12221$21212 2 +
s | 222 22222 2% 122$ 1222%1 1221 12 |
k | 2 222 2 1212222 1121 2$$2$221$11121 2 |
a | 2 2 22 22221 22 2 21121 $2 1 1 2 |
| | 22 22 2 2 212% $1$1111$2 211 11 111 |
0 7.5+2 2 22 211222222$2 $1 211 1 1 +
m 2 222 2222 1$ 11 1 111 21 111111 1 |
e | 2 22 2%$ 12 121112 1 1 1 1111 |
t 2 2 2 21 2 21 $1 1111 1 111 |
e | 2 111 111 11 1 1]
r 5+ 1 1 111211 1 11 11 1 +
| 21 1 111 1 1
s | 11 111 1 11 11 11 1 |
P | 1 11 1 1 1111 1 |
D | 2 1 1 1 11111111 1
2.5+ 1 1 1 1 1 1 +
| 21 1 1 1111 |
| 2 1 11 |
| 1 1 I
| 1 1 1 |
o+
S N ST St SRS SR SN SO SIS ST SN S 8
1 3 5 7 9 11
2 4 6 8 10

Skalometer FDP

Abb. 6.24: Vermutete CDU- und SPD-&Mler im Streuungsdiagramm aus FDP- und SPD-
Sympathie
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Die Clusterzugetrigkeit laf3t sich nun weiter untersuchen, beispielsweise indem
— ahnlich wie bei der Einfhrung der Diskriminanzanalyse (vgl. Kapitel 6.4) —
alle Ralle mit einer Kennung in ein von zwei Variablen aufgespanntes Streuungs-
diagramm eingetragen werden (Abbildung 6.24).

Dieses Streuungsdiagramithnelt sehr demjenigen in Abbildung 6.17 (siehe Ka-
pitel 6.4); es liegt also nahe, in Cluster 1 dedfgpen Teil der CDU-Véhler und

in Cluster 2 den dif3ten Teil der SPD-\Ahler zu vermuten. Tashlich erbringt
eine Kreuztabellierung der Sonntagsfrage mit der Clustervarigbk@C2das
folgende Ergebnis:

Cluster
Sonntagsfrage 1 2
CDuU 170 6
SPD 51| 152
FDP 20 4
Grune 2| 39

Es liegt nun nahe, eineahnlichen Versuch mit mehr als zwei Clustern vorzu-
nehmen, um woiglich auch die Véhlerschaften der kleineren Parteien aus den
Skalometerfragen zu rekonstruieren. Das Ergebnis ist — bei vier Clustern — wie-
derum eine mit der Varianzanalyse nachgewiesene perfekte Trennung. Es ergeben
sich vier Clustern mit 131, 215, 34 und 9allen. Die Kreuztabellierung mit der
Sonntagsfrage zeigt, dal3 zwei Drittel der CDUNEer dem Cluster 1 und der
Rest dem Cluster 2 zugewiesen wurden, die SPahMf verteilen sich auf die
Cluster 2 und 4, die FDP-@hler verteilen sich gleichafdig auf die Cluster 1 und

2, wahrend die Vethler der Gianen zur Hilfte im Cluster 3 und zu je einem Vier-

tel in den Clustern 2 und 4 liegen. Digbereinstimmung dieser Clusteraufteilung

mit den Antworten auf die Sonntagsfrage ist also bei den beiden grof3en Partei-
anhangerschaften schlechter als im Zwei-Cluster-Filt (fie Anrangerschaften

der kleineren Parteien gibt es naturgdirkeinen Vergleich). Die Frage, was mit

den beiden ClustervariablSKQC2 und SKQC<#igentlich gemessen wird, ist

also nicht leicht zu beantworten. Wird vom Grundgedanken der Clusteranalyse
ausgegangen, so unterstellen die beiden alternativen Ergebnisse der Zwei- und
der Vier-Cluster-Analyse, dal3 es zwei bzw. vier (und mit noch mehr Versuchen
wahrscheinlich auch drei, vielleicht gaiirff oder sechs) gut separierbare Grup-
pen gibt, sie weisen es aber nicht nach. Um das hieraus resultierende Problem zu
veranschaulichen, kann ein Test durcligpet werden, bei dem zwei simulierte,
normalverteilte und unkorrelierte Variableiirfeine Zwei-Cluster-Analyse Ver-
wendung finden. Nach Konstruktion gibt es hier keine separierbaren Gruppen,
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denn alle Rlle sind Realisierungen eines bivariat und unkorreliert normalverteil-
ten Zufallsvektors — aber auch hier lief@UICK CLUSTERwei (etwa gleich
grof3e) Cluster, die (laut Varianzanalyséxchst signifikant getrennt werden, ob-
wohl die Wahrscheinlichkeitsverteilung ihrét¢hste Dichte an der Gruppengren-
ze hat (im Prinzip ergibt sich dassellg iehr als zwei Cluster): ein Ergebnis,
das zur sorgdltigen Interpretation voQUICK CLUSTERErgebnissen veranlas-
sen sollte. Genau genommeridte immer gepift werden, ob die gemeinsame
Verteilung aller Rlle mehrgipflig ist; dies ist jedoch mit Standardmethoden prin-
zipiell nicht mbglich (vgl. [Troitzsch 1990, Herlitzius 1990]).

6.5.4 Agglomerative Verfahren: Ein Beispiel

Agglomerative Verfahren haben gegdéyer den partitionierenden den Vorteil, daf3

die Anzahl der entstehenden Cluster nicht im vorhinein festgelegt werden muf3.
Vielmehr wird im Laufe des Verfahrens die Anzahl der jeweils aktuellen Cluster
immer weiter verkleinert, bis schlief3lich allélfe zu einem Cluster zusammen-
gefaldt sind. Auf jeder Stuf@ft sich beurteilen, wie gut die Cluster separiert sind.
Dank der grof3en Zahl von Distanzmaf3en und Methoden der Zusammenfassung
bleibt aber auch hier genug (wenn nicht zuviel) Entscheidungsspielrauden
Anwender, und auch hier ist eine sditiige Interpretation angebracht.

Wegen des hohen Speicherbedarfs lassen sich mit der PC-Version von SPSS nur
ungefihr 260 Rlle bearbeiten.

* SPSS-Aufruf: CLUSTER V212 TO V231
* /PRINT SCHEDULE /PLOT DENDROGRAM /MEASURE DEFAULT
* /SAVE CLUSTER (2,5) /METHOD COMPLETE (SKHCCO).

Die Clusteranalyse benutzt also auch hiam#liche Skalometerfragen/212
TO V231). Als Distanzmal3 wird die Voreinstellung “quadratischer euklidi-
scher Abstand”/MEASURE DEFAULTverwendet, als “sorting strategy” das
“‘complete linkage” (METHOD COMPLEY)EDie Zugetfdrigkeit der Rlle zu
den jeweiligen Clustern in den letztefinf Agglomerationsschritten wird in
den SPSS-VariableBKHCCO2is SKHCCOSespeichert/GAVE CLUSTER
(2,5) ... (SKHCCO) ). Zur Beurteilung der Quatit der Ergebnisse werden
eine Ubersichtuiber den Verlauf der Zusammenfassuf@RINT SCHEDULB
und ein Dendrogramm ausgegeb&L(OT DENDROGRAM

Zunachst werden die Distanzen zwischen all@tidh ausgerechnet, sodann wer-
den die beiden &lle mit der geringsten Distanz zu einem Cluster vereinigt:
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Agglomeration Schedule using Complete Linkage

Clusters Combined Stage Cluster 1st Appears

Stage Cluster 1 Cluster 2 Coefficient Cluster 1 Cluster 2 Stage
126 127 7.000000 0 0
168 169 8.000000 0 0
190 191 9.000000 0 0
242 249 11.000000 0 0
101 213 14.000000 0 0
74 100 14.000000 0 0
176 240 16.000000 0 0
146 223 16.000000 0 0
16 178 17.000000 0 0
12 55 17.000000 0 0
167 228 18.000000 0 0
98 131 18.000000 0 0
81 123 18.000000 0 0
134 162 20.000000 0 0
96 132 20.000000 0 0
13 17 20.000000 0 0
126 239 21.000000 1 0
114 141 46.000000 0 40
16 126 46.000000 41 17
120 121 46.000000 0 0
3 231 62.000000 0 0
124 149 62.000000 0 0
33 81 62.000000 70 98
19 224 70.000000 0 0
16 150 70.000000 81 0
91 103 71.000000 0 0
3 50 150.000000 112 0

1 70 376.000000 227 230
11 72 414.000000 235 214
14 23 414.000000 232 233
4 8 447.000000 237 234
10 14 477.000000 236 241
2 3 499.000000 238 199

2 4 641.000000 244 242

1 5 647.000000 239 228

2 11 679.000000 245 240

1 10 824.000000 246 243

1 2 1397.000000 248 247

Next

17
106
60
24
53
22
60
61
41
27
40
123
33
51
26
86
81

161
129
123

199
184
192

202
162
186

244

246
247
243
245
248
245
247
248
249
249
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Der ersten Zeile ist zu entnehmen, dal3 die beiddle it der geringsten Distanz

die Ralle 126 und 127 — Distanz 7 — sind. Sie werden zu einem Cluster vereinigt,
das die Nummer 126 bekommt, wie — der Verweis findet sich in der letzten Spalte
von Zeile 1 — in Zeile 17 zu sehen, denn dort wird das Cluster 126 mit dem
Fall 239 vereinigt; die Distanz des Falles 239 zu dem am weitesten entfernten
Mitglied des Clusters 126 béigt 21. In den achsten beiden Spalten &t man,

dald Cluster 126 zuletzt in Zeile 1 @mgt wurde, \ethrend Cluster 239 als Cluster
noch gar nicht vorkam. Der Eintrag “81” in der letzten Spadt@tlerkennen, dal}

es in Zeile 81 mit der Ei@gnzung des Clusters 126 weitergeht.

Im einzelnen &t sich dieses anhand der Originaldaten verfolgen:

Nr V212 V231
126 8 55 6 7 4 4 4 7 7 6 7 6 57 9 6 6 8 6

Lo Lo Lo
127 8 5 6 57 4 4 4 7 6 5 7 6 5 710 7 7 8 6

Lo Lo Lo Lo o
239 8 55 4 7 5 5 4 8 75 7558 87 7 6 4

I Lo ! ! ! N AT

126 8 55 6 7 4 4 4 7 7 6 7 6 5 7 9 6 6 8 6

Wie sofort ersichtlich ist, unterscheiden sich digll&é 126 und 127 an sieben
Positionen jeweils um 1, &hrend sich der Fall 239 sowohl von Fall 126 als auch
von Fall 127 an drei Positionen um 2 und an neun Positionen um 1 unterscheidet
(9 x 12 + 3 x 22 = 21). In dieser Weise werden alle Eintragungen in der Matrix
der Distanzen zwischen allefalien abgearbeitet.

In welcher Weise die &lle zu Clustern zusammenggt worden sind A3t sich au-

Rer in derUbersicht auch noch in sogenannten “Eiszapfendarstellungen” (“icicle
plots”) — die aber nuriir kleine Fallzahlen wirklich anschaulich sind — und
im Dendrogramm sehen. Das Dendrogramm ist ein Baum, an desatarBldie
Falle erscheinen, ahrend die inneren Knoten Clusterzusamriignhgen wie-
dergeben.

Die folgende Abbildung ist ein Ausschnitt aus jenem Dendrogramm, das zur Inter-
pretation der Informationen aus der tabellarisctieersicht von Seite 216 erzeugt
wurde. Die waagerechten Entfernungen zwischen den Knetem{ Dendro-
gramm repasentieren die Distanzedefficient in der Ubersicht). Kaum

zu erkennen ist, dal3 jeder Knoten einem Sch8tage ) entspricht. Mit die-

sen Erhuterungendf3t sich nun nachvollziehen, dal3 dialle 3 und 231 (im

112. Schritt) bei einer Distanz von 62 vereinigt werden. Dem so entstandenen
Cluster wird (im 199. SchrittNext Stage ) der Fall 50 (Distanz 150) hinzu-
gefugt. Dieses Cluster wird (im 244. Schritt) bei einer Distanz von 499 mit dem
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Cluster 2 vereinigt (das zu diesem Zeitpunkt dl@igen 20 in dem Ausschnitt
aufgeahlten Rlle umfalit). Dieses 23adHe-Cluster wird unter der Clusternum-
mer 2 mit dem Cluster 4 vereinigt usw., bis schlie3liahden letzten Schritt —
im Dendrogramm-Ausschnitt nicht enthalten — nur noch zwei Clusgteigblei-
ben, die eine Distanz von 1397 zueinander aufweisen.

3 -+---+ |
I |
231 -+ [ S — + |
| | |
50 - + | |
| |
124 -+---+ | |

149 -+ At | |

63 -+ | | I I
L | I
94 -+ +-+ | S —
I I |
45 -+-+ +--—+ |
I [
247 -+ | | |
(.
19 b |||
I
224 -+ -t | |
I I
7 | |
Il |
166 -+ +|-+ +|---+
2 -+ |
I
56 ot |
I I
216 -—t [ |
(I
165 -+t | |
I
180 -+ | +---+
|
78 S
LT
177 + |||
92 ---+-|+ |+|-+|
.
214 -+ |
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Zur Beurteilung dieser Distanz gilt es zu vergegéarvgen, dafd 1397 sich zum
Beispiel als Summe von 20 Quadratzahlen in deilf@nordnung von 70 ergibt;

zwei Falle, die sich an allen 20 Positionen um 8 oder 9 Skaleneinheiten unter-
scheiden, werden also eine Distanz zwischen 1280 und 1620 haben, wobei hier
noch einmal daran zu erinnern ist, dal? die Distanz zwischen zwei Clustern bei der
“complete linkage”-Methode die Distanz zwischen den am weitesten entfernten
Fallen aus beiden Clustern ist.

Wie bei den partitionierenden Verfahren ist es auch bei den agglomerativen
zwecknaRig, zur Interpretation der Cluster andere Variablen hinzuzuziehen. Die
erste Piafung mag der Frage gelten, ob die Cluster des “complete linkage”-
Verfahrens mit denen des partitionierenden Verfahidreseinstimmen. Bei den
Zwei-Cluster-ldsungen ergibt sich eine gutébereinstimmung: Mehr als 90%
aller Ralle sind von beiden Methoden in die gleichen Cluster eingeordnet worden:

Agglomerativ:

Partitionierend: Cluster 1| Cluster 2
Cluster 1 131 7
Cluster 2 14 98

Cluster 1 ist auch bei der agglomerativen Methode ein CDahlat-Cluster: 93
von 98 CDU- und 11 von 14 FDP-#¥lern finden sich hier, &hrend sich in Clu-
ster 2 die meisten (rund zwei Drittel) der SPDaWWer und fast alle \&hler der
Grunen befinden.

Der Versuch, mittels der Diskriminanzanalyse ziifpn, wie gut sich aus den
Skalometerfragen die Clusterzu@eigkeit rekonstruierenalt, ergibt einen Pro-
zentsatz richtiger Klassifikationen von 96%r fdas Zwei-Cluster-Ergebnisiirf

die Ergebnisse mit drei bigihf Clustern, d.h. vor den abschlielenden Zusam-
menfigungen, ergeben sich 92.8%, 89.6% bzw. 91.2%, was zugleich bedeutet,
daf3 sich die Cluster auch hinsichtlich der 20 Variablen hochsignifikant unterschei-
den.

Die Ubersichtiiber die Schritte zur Agglomeration erlaubt eine vorsichtige Beant-
wortung der Frage, zu wievielen Clustern sich d#@lé&zusammeriigen lassen.
Immer dort, wo zwischen zwei Schritten die Distanz zwischen zwei zusammen-
zufugenden Clustern stark ansteigt, ist es angemessen, die Zusamgomanhicht
fortzusetzen, ist doch das neu zusammeinggef Cluster wesentlich weniger ho-
mogen als alle bisherigen. So spricht viat eine Zwei-Cluster- und wenigif

eine Ein-Cluster-bsung, denn die Vereinigung der letzten beiden Cluster ergibt
ein Cluster mit einer maximalen Distanz zwischen daheh von 1397, \éihrend

die beiden letzten Cluster interne Distanzen von nur 679 bzw. 824 haben. Auch
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schon die Vereinigung der Cluster 2 und 4 im Schritt 245 (und damit aéitesgn
Vereinigungen) wre vielleicht unangemessen gewesen, deanhrend Cluster 2

und 4 interne Maximaldistanzen von 447 und 499 haben, bringt es das vereinig-
te Cluster auf eine anderthalb mal so hohe interne Maximaldistanz von 641. Es
lagen dann allerdings sechs Cluster mit den Fallzahlen 53, 23, 62, 2, 90 und 20
vor, deren inhaltliche Interpretation nicht ganz unproblematisch ist:

Cluster

Partei 1 2 3 4 5 6
CDhU 47 1 4 1 45
SPD 2 18 36 34 17

FDP 4 1 1 7 1
Grine 2 16 1

?2?? 1
Nichtw. 1 3 3 1
sysmiss 2 1

53 23 62 2 90 2@

Cluster 1 besteht wiederum zumbdfgten Teil aus CDU-\&hlern, Cluster 2 und
Cluster 6 jeweils zum @f3ten Teil aus SPD-Whlern, das grol3e Cluster 3 besteht
sowohl aus SPD-hlern als auch aus &tilern der Ginen. Cluster 5 umfal3t
neben fast der &lfte der CDU- und einem Drittel der SPD-ahler auch die Hifte

der FDP-Wahler. Cluster 4 schlief3lich besteht aus einem CDU- und einém-Gr
Wabhler. Auch hier erweist eine Diskriminanzanalyse einen Klassifikationserfolg
von 91.2%, daneben erlaubt sie aber auch eine zweidimensionale Darstellung der
Falle und Cluster (Abb. 6.25).

Alle Angehorigen des Clusters 1 finden sich ganz rechts, die Abggén der
Cluster 2, 3 und 6 ganz links (2 und 6 links oben, 3 links unten), die Mitglieder des
Clusters 5 versammeln sich in der Mitte und etwas rechts von der Midtiesemd

die beiden Mitglieder des Clusters 4 ihre Positionen etwas rechts von der Mitte
und ganz weit unten einnehmen. Die erste der beiden Diskriminanzfunktionen
ist also (vgl. S. 201) wieder die “links”-“rechts”-Dimension, die zweiirfte

eine Dimension der politischen Zufriedenheit (vgl. [Troitzsch 1990]) sein. Mit
ein wenig Phantasie (und deniiékgriff auf eine entsprechende Frage aus der
Wahlstudie) lassen sich die Cluster als (nicht ganz sauber abgegrenzte) Gruppen
von Befurwortern verschiedener Koalitionen auffassen: 1 CDU/CSU-FDP, 2 “rot-
grun” (oder allenfalls sozialliberal), 3 “rot-gn” (oder allenfalls Grol3e Koalition),

4 “schwarz-giin”, 5 auf jeden Fall Koalition, 6 Grol3e Koalition oder sozialliberal.
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PLOT OF SKHCSCO2 WITH SKHCSCO1 BY SKHCCL6

Z +--—+--—t-——t-——t—tt -ttt -+
w |
e | 6 5
i | 5
t |
e 2.25+ 2 666 5565 5 5 555
| 222 66 56 $ 555 555 55
D | 2 6 5 65555 555 5
i | 2 66 $56 5 55 15 5 1 1
s | 22 22 22%$5 55555 5515 1 11 11
k o+ 2 2 $ 2 $ 63% 5555 55 51 11111 11
r | 2 3 3 633 3333% 5$55 111 1111 1
[ [ 2 2 3 33 333 3 333 5 5 1 111 1
m | 33 3 33 3 115 11 1 111
[ | 3 3 333 3 51 1 1 1
n -2.25+ 3333 33 1
a | 33 3 3 1
n | 3
z | 3 3
f | 3
u -4.5+ 3 4
n |
k |
t I
i | 4
o -6.75+
n +----+--t--—t-tt -ttt -+
-5 -3 -1 1 3 5
-4 -2 0 2 4

Erste Diskriminanzfunktion

Abb. 6.25: Streuungsdiagramm auslEn und Clustern

Cluster
Koalitionspiéferenzf 1 2 3 4 5 6
CDU/CSU-FDP 42 2 37
CDU/CSU-SPD 7 2 11 23 11
SPD-Giine 1 11 36 11 2
SPD-FDP 1 8 6 10 5
CDU/CSU allein 1 1
SPD allein 1 1

sonstiges 1 2 3 1
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6.5.5 Vergleich verschiedener agglomerativer Verfahren

Abschlie3end soll anhand des Beispiels untersucht werden, welche Auswirkun-
gen auf das Ergebnis der Clusteranalyse die Wahl eines anderen Distanzmalies
oder einer anderen Agglomerationsmethode hat. Der Vergleich der Agglomerati-
onsmethoden besdmkt sich dabei auf folgende Methoden:

¢ WAVERAGEIne der beiden “average linkage”-Methoden: bei ihr wird als
Distanz zwischen zwei zu vereinigenden Clustern die mittlere Distanz aller
Falle des Vereinigungsclusters genommen.

e BAVERAGEdie andere “average linkage”-Methode: bei ihr wird als Di-
stanz zwischen zwei zu vereinigenden Clustern der Mittelwert aller Distan-
zen von jedem Fall aus einem Cluster zu jedem Fall aus dem anderen Cluster
genommen.

e SINGLE: als Distanz zwischen zwei Clustern gilt diérkeste Distanz zwi-
schen je einem Fall aus jedem Cluster.

e COMPLETEals Distanz zwischen zwei Clustern gilt dié@nste Distanz
zwischen je einem Fall aus jedem Cluster.

L Lo _______ J
average linkageWV AVERAGE average linkageBAVERAGE

Als Distanz zwischen den Clustern gelten also die Mittelwerte der in den vier
Abbildungen oben eingezeichneten Entfernungen.
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Im vorliegenden Beispiel sind die Ergebnisse mit der “single linkage”-Methode
praktisch nicht brauchbar. In den letzten 35 Agglomerationsschritten werden
32 einzelne Blle und drei ganz kleine Cluster mit dem bis dahin einzi-
gen, grof3en Cluster vereinigt. Es zeigt sich hier der auch in der Literatur
([Aldenderfer/Blashfield 1984, S. 39]) diskutierte Effekt der Kettenbildung, der
daraus folgt, daf? es im allgemeinen ggand einzelne&le gibt, die nahe an der
Grenze des ersten gebildeten Clusters liegen.

Die Ergebnisse der beiden “average linkage”-Methoden kommen den Ergebnissen
des “complete linkage”, die hier als Referenzmethode gedient hat, ziemlich nahe,
wenn auch im Fall8AVERAGE— ahnlich wie beim “single linkage” — ganz

zum Schluf3 noch einige bis dahin nicht beksichtigte einzelne &le angefigt
werden, so daRdsungen mit wenigen Clustern eine Reihe ganz kleiner Cluster
enthalten. Demgegéber haben die MethodeWAVERAGENd COMPLETbei
jeweils vier Clustern knapp 80% dealfe gleich gruppiert (bei jeweils zwei Clu-
stern betagt dieUbereinstimmung sogar 94%).

Unterschiedliche Distanzmal3érnen sich ebenfalls auf die Clusterbildung aus-
wirken. Der quadratische euklidische Abstand und der euklidische Abstand haben
bei “single linkage” und “complete linkage” das gleiche Ergebnis, da es ja nur
auf die Ordnung der Distanzen ankommt; wo hingegen Mittelwerte der Distan-
zen gebildet werden, véndern sich die Ergebnisse naturgéindenn der Mit-
telwert der Quadratwurzeln ist nicht gleich der Quadratwurzel des Mittelwerts.
Im vorliegenden Beispiel kommen die Ergebnisse der City-Block-Distanz dem
(quadratischen) euklidischen Abstand, der hier als Referenz diémer rals die
Ergebnisse der Chebyshev-Distanz. City-Block- und Euklid-Ergebnisse stimmen
bei einer Vier-Cluster-isung zu 72%, bei einer Drei-Clustedd4ung zu 75.6%

und bei einer Zwei-Clusterdsung zu 82%iberein. Die entsprechenden Zahlen
fur die Chebyshev-Distanz lauten 45.2%, 52.8% und 65.2%. Da diese beiden Di-
stanzmal3e im vorliegenden Beispiel ohnehin unangemessen sind, lohnt es nicht,
die Ergebnisse weiter zu diskutieren, der Vergleich lehrt aber, dal3 die Entschei-
dungenuber das zu &hlende Distanzmald — ebenso wiger die zu vithlende
Agglomerationsmethode — nicht leichtfertig g#f werden dirfen.
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Anhang A

Exkurse zu ausgevahlten Themen

A.1 Multivariate Modellbildung in der Mel3theorie
(Indexbildung)

Unter dem Begriff “Index” wird ein MeRmodell der folgenden Art verstanden:

Iy = f(xy, 29, .., xp)

Die Variablenxy, z,, . . ., z;, werden aldndikatorender zu messenden Variablen
X bezeichnet und stellen die Elemente des Indéxéar. Ihre Anzahk bestimmt
auch die Freiheitsgrade des Indexes. iRgzh der zu messenden Variabléh
sind diez; durch folgende Relation definiert:

Z; :gZ(Xa 217227"'aZn)

wobei Z; (j = 1,2,...,n) eine Reihe von Variablen darstellt, die die Messung
von X durchli, beeinflu3t. Die Konstruktion eines Indexgsbedeutet demnach,
die Funktionenf undg; so zu definieren, daf3

[k = h(X) + €1,
wobei angenommen wird, daf3
ern, < e,

Das Symbok;, kennzeichnet den MefR3fehler, d.h. die Summe der zufallsbeding-
ten Schwankungen, deren mathematische Erwark(ag gleich Null ist.

Bemerkungen:

lvgl. [Besozzi/Zehnpfennig 1976, S. 12ff]
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e Anzahl der Indikatoren des Melfmodells> 2

e Kriterium fur die Bestimmung der Anzahl der Indikatoren ist di®G& des

Mel3fehlers innerhalb einer modellspezifischen Mel3genauigkeit.

Die zu messende Variablg ist meistens nicht nur mi, sondern vielmehr
mit m (fur m > k) beobachtbaren Variablen funktional verbunden. Die
Funktion fur I, definiert dementsprechend nur einégtiche Untermenge

Alk(x17x2a e 75Uk)

aus der Menge

B (x1,T2, ..., Tk oy Ty)

derm Variablen, die @ir die Messung votX aufgrund einer Theorie voX

in Frage kommen (Mel3theorie). Die Auswahl vioitindikatoren zur Mes-
sung vonX setzt die Entwicklung von Kriterien voraus, nach denen eine
optimale Indikatorenmenge identifiziert werden kann.

Weitere Voraussetzundgif die mel3theoretische Modellbildung:

1. Entwicklung einer MefR3theorie bzw. eines Modells, dal} die Beziehungen

zwischen manifesten Variablen (Indikatoren) und latenten Variablen (Index)
erklart (kausalanalytischer Ansatz der Indexbildung).

Spezifikation der $tvariablen(Z;) und der Bedingungen, unter denen von
ihrem Einfluld auf die Messung abgesehen werden kann.

Spezifikation des funktionalen Zusammenhangs zwischen der Indikatorva-
riablen und der zu messenden theoretischen Variablen. Bestimmung der In-
dikatorfunktiong;.

Spezifikation der Art des funktionalen Zusammenhangs zwischen der zu
messenden theoretischen Variablen und den Indikatorvariablen — Gewich-
tung der Einzelindikatoren und Bestimmung der Indexfunkgion
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Beispiel:  Ansatz einer Mel3theoriéif das Konstrukt “Parteisympathie”

Hypothese: Parteisympathie ist eine Projektion der @erchen Sympathien
und Antipathien gegeaiber einzelnen Parteipolitikern auf eine Par-
tei.

Erklarung: Inhalte spielen eine immer untergeordnetere Rolle in der Politik:
e kaum unterscheidbare Programmatik in wichtigen Politikfel-

dern: Frieden, Wohlstand, Sicherheit, Umwelt

e Medienvermarktung von Politik

X . Parteisympathie

x; - Sympathieskalometervariablen zu Politikern

“Und was halten Sie — so ganz allgemein — von dem Politiker
<KXX >7?
Sagen Sie es bitte anhand einer Skala ¥6rbis —5:

+5 bedeutet, daB3 Sie sehr viel verXXX > halten.

—5 bedeutet, dalR Si@erhaupt nichts von ihm halten.”

Z;: e Anwortvorgaben

e Frageformulierungseirikse

¢ situative Einflisse (z.B. Anwesenheit Dritter, Interviewerverhalten)
g; - Im Sinne der Definition von “Messen” (vgl. Kapitel 2) bezeichnen gie

jeweils die Zuordnung der Sympathigérfeinen Politiker auf einer Skala von
—5 bis+5.

f: Mit Hilfe einer Faktorenanalyse werden die manifesten Sympathieskalome-
tervariablenz; zu zwei Faktoren “zusammengefal3t” (vgl. Kapitel 6.3.6):

fi(=1;) : Sympathie Regierung
fo(= 1) : Sympathie Opposition



228 Anhang A. Exkurse zu ausgewdhlten Themen

Grundlage der Faktorenanalyse ist dabei die Annahme knearenBezie-
hung zwischen manifesten und latenten Variablen, d.h. (vgl. Kapitel 6.3.7)

F = [(Z)
- ZB

(n x r)—Matrix der Faktorwerte
(n x m)—Matrix der standardisierten Indikatorenwerte
(r x m)-Matrix der Gewichtungskoeffizienten

WNMN 3
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A.2 Wahrscheinlichkeitsfunktion, Verteilungsfunk-
tion

Der Begriff der “Wahrscheinlichkeitsverteilungérgibt sich aus der Frage, wie
sich die Wahrscheinlichkeiten bei einem Zufallsexperiment auf die verschiedenen
Ereignisse (= Realisierungen einer Zufallsvariablen) verteilen. Entsprechend dem
Skalenniveau der zugrunde liegenden Zufallsvariablen wird zwisste¢igerund
diskretenWahrscheinlichkeitsverteilungen unterschieden.

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilun@ft sich allgemein durch zwei Funktionen
beschreiben:

e Wahrscheinlichkeitsfunktiofi( X ):

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion gibt an, mit welchen Wahrscheinlichkei-
ten die verschiedenen Ereignisse der Zufallsvariablen vorkomidremek.

Beispiel:

— diskret Wahrscheinlichkeit, eine bestimmte Zahl zirfeln.
Sie betagt fur jeden Wurfl /6, und es gilt

6

Zf(fz) =1

=1

— stetig Normalverteilung

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion beschreibt hier eine Wahrscheinlich-
keitsdichte, @ir die gilt

/OO fv)dv =1

—0o0

o Verteilungsfunktior'(z):

Die Verteilungsfunktion gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der die Zufalls-
variable kleiner ist als, d.h.

F(z)=P(X <x)

2vgl. [Kreyszig 1979, S. 70ff]
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Beispiel:

— diskret Wahrscheinlichkeit, eine bestimmte Zahl oder eine kleinere zu
wirfeln

Die Verteilung fir die Zahl3 betiagt F(3) = P(X < 3) = 3/6, und

es gilt allgemein:
F(x) =3 f(z;)

r; <z

— stetig Normalverteilung
Allgemein gilt:

Weiterhin gilt folgende Beziehung zwischen Wahrscheinlichkeitsfunktion und der
Verteilungsfunktion:

b
Pla<a<b)=F(b) — Fla) = / F(v)dv



A.3. Konstruktion von Wahrscheinlichkeitsverteilungen 231

A.3 Konstruktion von Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen

1. Konstruktion einer y2-verteilten Zufallsvariablen
Seienzy, ..., z, stochastisch unalingige, normalverteilte Zufallsvariablen:
2z~ N(0,1), (i=1,...,n)

Dann ist die durch

0L 2 5 B 5 b 7 6 0lt011 121314151
kritischer Wert: 3.84 5.99 9.49 155
Freiheitsgrade: df=1 df=2 df=4 df=8

Abb. A.1: Graph dex?-Verteilung
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2 Konstruktion einer t-verteilten Zufallsvariablen

Seiz eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ungine zentraly?-verteilte
Zufallsvariable mit: Freiheitsgraden. Dann ist die Zufallsvariable

z
(%

t =
n

einezentralt-verteilteZufallsvariable mitn Freiheitsgraden.

H far(t)

Abb. A.2: Graph det-Verteilung
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3. Konstruktion einer F-verteilten Zufallsvariablen

Seienv; undwv, zwei stochastisch unabhgige, zentrak?-verteilte Zufallsvaria-
blen mitdf; bzw. df, Freiheitsgraden. Dann ist die Zufallsvarialble

_ Ul/dfl _ vy - dfs
"Uz/de vy - dfy

eine zentral-F'-verteilte Zufallsvariable mitdf; Zahler- unddf; Nennerfreiheits-

graden.
' f(x)
< dfy = 3,df2 =9
;o
P \\\\ dfy =9,df> = 3
N =k =6
i i
( ! \\
1y N\
! \\
I N
, X
N
X
\h"-.
/ | T T ----‘----:
0 1 2 3 X

Abb. A.3: Graph det-Verteilung

Ebenso wie iir die Normalverteilung liegen auch die Werte dér, ¢- und F-
Verteilung tabelliert vor, so da® anhand einer vorgegebenen (Vertrauens-) Wahr-

scheinlichkeit sowie den vorliegenden Freiheitsgraden die Zuggdn Intervall-

grenzen ermittelbar sind.
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A.4 Der maximale KontingenzkoeffizientC,,,.

Bei r x r-Tabellen mit maximaler Assoziation sind nur die Felder in der Diago-
. . 1
nalen belegt. Jedes Diagonalfeld eiitlden Wert— .
r

1
-N
r

N

Fur dier Felder in der Diagonalen (von links oben nach rechts unten) gilt:

hl] - ;N
A 1
h"] — ﬁN
1 1
hlj i - ;N - ﬁN
A 1 2 1
2 2 2 2
(hij — hij)* = ﬁN T—SN + T—4N
(h,l] — hij)Q . N2 7"2 2N2 7"2 N2 7"2 — N 2N N
]}ij 2N r3 N rd N r r2
Fur dietibrigenr? — r Felder gilt:
hij 0
N 1
A 1
hij — hyj —T—QN
. 1
(hij — hiz)? ﬁ]\ﬂ
(h/zj — iLl‘j)Q N2 T2 . 1
h, ri N r2
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A.5 Die Kovarianz zweier Variablen

Die Kovarianz beschreibt die (gemeinsame) Varianz zweier Variablen und ist eine
weitere charakteristische Mal3zaiter den Zusammenhang zweier Variablen, sie
hangt eng mit dem Produkt-Moment-Korrelationskoeffizienteamsammen.

1 n

Z — ) (yi — 9)

cov(z, y)

3 \

Fur standardisierte Variabler( = s7. = 1, 7* = 5* = 0) gilt:

Weitere Eigenschaften der Kovarianz:

1. Das Vorzeichen der Kovarianz definiert die Richtung der Beziehung zwi-
schen zwei Variablen.

2. Sind die beiden Variablen statistisch unabgig, rahert sich der Wert der
Kovarianz dem Betrag 0.

3. Der Wert der Kovarianz liegiif jede Gesamtheit in dem Intervall:

var(z)y/var(y) < cov(z, y) < \/var(z)\/var(y)

Ober- und Untergrenze der Kovarianz variieren also von Grundgesamtheit
zu Grundgesamtheit (von Stichprobe zu Stichprobe), sie sind abgrde
Grundgesamtheit (Stichprobe) fest.
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Y &I

] 1
012345677

positive Kovarianz

AR

Kovarianz =0

Abb. A.4: Graphische Darstellung der Kovarianz
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A.6 Varianzzerlegung vony (X,y metrisch skaliert)

(i —v)

(yi — 9)?

Gesamtvariation

R2

(yi — ¥i)

(yi — yi)2

Z(yi — i)

=1
nicht erk&rte Variation

nicht erk&rte Variation

(5 — 9)°
2 Z(yz - yz)(gz - y)
i=1

=0, s. Folgeseite
n

Z(?L -9)?

=1
(durch x) erkérte Variation

erklarte Variation

Gesamtvariation

Z(yi — i)

i=1

n
Z(yz - yz)Q
i=1

Z(yi - 7)?
1=1

Gesamtvariation



A.6. Varianzzerlegung von y (X,y metrisch skaliert)

Yiy

Abb. A.5: Graphische Edluterung der Varianzzerlegung

n

Herleitung :0 = > (y; — 4:) (% — 9)
=1

= Y Wi~ [1— 01z + biz:))([§ — biZ + bizs] — 7)
i=1

n

= Y (i —5) = balwi — 2)(by (25 — 7))

i=1

239

_ Yoy (@i —2)(yi — ) (s — 2)(yi — 7) — <Zi—1($i — ) (yi — y)) Z(xl —z)?

D i (@i — 7)? i—1 i@ —2)?

i=1

i - 2)(y - 9)? _ i (@ =) (i —9)* o — )2
ST (@ 2)? ERE D D

iy (@i =)y —9)* (i (=i — 2)(yi — 9))?
Yimi (@i —2)? Y (@ —2)?
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