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UNIVERSITÄT KOBLENZ–LANDAU · ABT. KOBLENZ
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Vorwort

Der Einsatz von Computern hat in den vergangenen Jahrzehnten die Arbeitsweise von So-
zialwissenschaftlern nachhaltig verändert. Es ist wohl nichẗubertrieben zu behaupten, daß
die Verbreitung und zunehmende Bedienungsfreundlichkeit von Rechenanlagen und stati-
stischen Auswertungsprogrammen der empirischen Sozialforschung als vorherrschender
Forschungsstrategie erst zum Durchbruch verholfen haben.

Mit der steigenden Bedeutung von Computern im sozialwissenschaftlichen Forschungs-
prozeß ist auch eine neue Wissenschaftsdisziplin entstanden, die sich schwerpunktmäßig
mit der Adaption und Anwendung von Werkzeugen und Methoden der Informatik in der
sozialwissenschaftlichen Forschung beschäftigt: die Sozialwissenschaftliche Informatik.
Das vorliegende Skript ist aus einer Reihe von Vorlesungen hervorgegangen, die wir für
Studierende dieses Anwendungsfaches im Studiengang Diplom–Informatik an der Uni-
versiẗat Koblenz–Landau gehalten haben.

Im Gegensatz zu vielen anderen Einführungen in die uni- und multivariate Datenana-
lyse richtet sich die vorliegende Darstellung der statistischen Verfahren in erster Linie
an fortgeschrittene Anwender der “klassischen” statistischen Methoden, die sich einen
Überblick über die mathematischen Grundlagen der angewandten Methoden verschaf-
fen und bei der Interpretation ihrer Analyseergebnisse die Fallstricke rezeptbuchartiger
Einführungen vermeiden m̈ochten.

Kenntnisse der Handhabung eines statistischen Auswertungsprogramms setzen wir da-
bei voraus; soweit wir SPSS-Beispiele bringen, dienen sie nur dazu, die Korrespondenz
zwischen SPSS-Prozeduren und mathematisch–statistischen Verfahren herzustellen.

An dieser Stelle herzlich bedanken möchten wir uns bei Raphael Ostermann für die kri-
tische Durchsicht, die zahlreichen Verbesserungsvorschläge und die Unterstützung bei
der m̈uhsamen textlichen und graphischen Aufbereitung des Manuskriptes mit dem Text-
formatierungsprogramm LATEX. Nicht unerẅahnt bleiben soll, daß er für die Generierung
zahlreicher Graphiken und die vollständige Aufbereitung des Indexes eigens die Program-
me TEXKurve und MakeTIE ([LA-]TEX-Index-Environment) entwickelt und zur Anwen-
dungsreife gebracht hat.

Ebenso geht ein Dank an Gabriele Cremer und Christa Paul für die TEXnische Umsetzung
etlicher Schaubilder und einer früheren Version dieses Textes.

Koblenz, im Oktober 1994 Andreas Engel
Michael Möhring

Klaus G. Troitzsch
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A Exkurse zu ausgeẅahlten Themen 225

A.1 Multivariate Modellbildung in der Meßtheorie (Indexbildung) . . 225

A.2 Wahrscheinlichkeitsfunktion, Verteilungsfunktion . . . . . . . . . 229

A.3 Konstruktion von Wahrscheinlichkeitsverteilungen . . . . . . . . 231

A.4 Der maximale KontingenzkoeffizientCmax . . . . . . . . . . . . 234

A.5 Die Kovarianz zweier Variablen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236

A.6 Varianzzerlegung von y (x,y metrisch skaliert) . . . . . . . . . . . 238

Literatur 241

Index 249



Kapitel 1

Die Datenanalyse im empirischen
Forschungsprozeß

1.1 Übersicht

Die Anwendung statistischer Methoden auf sozialwissenschaftliche Daten muß
im Zusammenhang des gesamten sozialwissenschaftlichen Forschungsprozesses
gesehen werden, in den diese Methoden eingebettet sind und durch den die der
Analyse zugrunde liegenden Daten erst produziert werden. Abbildung 1.1 zeigt
eine stark vereinfachte — für dieseÜbersicht jedoch ausreichende — Beschrei-
bung des Verlaufs eines Forschungsprozesses unter besonderer Berücksichtigung
der Rolle der sozialwissenschaftlichen Datenanalyse.1

Grunds̈atzlich kann die statistische Datenanalyse im sozialwissenschaftlichen
Forschungsprozeß unter zwei Zielrichtungen eingesetzt werden: entweder um so-
zialwissenschaftliche Theorien empirisch zuüberpr̈ufen (konfirmatorische Da-
tenanalyse) oder um auf der Grundlage gegebener Datenbestände empirisch be-
gründete Konzepte, Hypothesen oder Theorieansätze zu finden (exploratorische
Datenanalyse) ([Schnell/Hill/Esser 1988, S. 109]).

Die konfirmatorische Analysestrategie setzt Theorie- und Modellbildung
bez̈uglich des zu untersuchenden Forschungsproblems voraus. Von besonderer
Bedeutung sind hier die Definition und Operationalisierung der in der zuüber-
prüfenden Theorie enthaltenen Begriffe sowie die Formulierung von Hypothesen
über zu beobachtende Zusammenhänge zwischen den durch die theoretischen Be-
griffe beschriebenen Sachverhalte. Beides ist Voraussetzung einer systematischen

1Ausführlichere Beschreibungen dazu finden sich z.B. bei [Friedrichs 1973, S. 51] und
[Schnell/Hill/Esser 1988, S. 110].
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Datenerhebungs- und Datenauswertungsstrategie. Nach der Erhebungs- und Er-
fassungsphase erfolgt dann die statistische Analyse der gewonnenen Datensätze,
deren Ergebnisse — im Sinne einer Theorieüberpr̈ufung — interpretiert werden.

In der Forschungspraxis haben für diese Auswertungsstrategie vor allem statisti-
sche bi- und multivariate Kausalmodelle eine große Bedeutung gewonnen. Als
Analysemethoden für diese Modelle werden vor allem Regressions- und Varianz-
analysen eingesetzt, mit denen lineare Abhängigkeiten zwischen metrischen und
zum Teil auch qualitativen Daten geschätzt bzw. berechnet werden.

Da die Ergebnisse der Datenanalyse schon allein aus Gründen unvermeidbarer
Meß- und Scḧatzfehler niemals zu einer vollständigen Besẗatigung theoretischer
Annahmen f̈uhren, wird der in Abbildung 1.1 dargestellte Forschungszyklus in der
Praxis meist mehrfach — mit verschiedenen Varianten der Anwendung statisti-
scher Analyseverfahren — durchlaufen, was in der Regel auch zur Modifizierung
der Ausgangstheorie führt.

konfirmatorisch exploratorisch

Theorie- und Modellbildung

Datenerhebung/-erfassung

Datenanalyse

Ergebnisinterpretation-

-

?

?

?

�

�
�

Abb. 1.1: Empirische Forschung als iterativer Prozeß

Die exploratorische Datenanalyse geht nicht von einer ausformulierten Theorie
bzw. einem genau spezifizierten Analysemodell aus, sondern von einer vorhande-
nen Datenbasis, die einen hinreichend engen inhaltlichen Bezug zur Fragestellung
der Untersuchung aufweist. Ziel der exploratorischen Anwendung statistischer
Analysemethoden ist das Entdecken empirisch begründeter Datenstrukturen —
erkennbar an signifikanten oder “aus Erfahrung guten” statistischen Kennwerten,
die auf neue Konzepte oder bisher nicht vermutete Hypothesen hindeuten.
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Zur großen Verbreitung der exploratorischen Auswertungsstrategie hat die
Verfügbarkeit statistischer Analyseprogramme vor allem auch auf Personalcom-
putern erheblich beigetragen. Die Erweiterung der Statistikpakete um Kompo-
nenten zum Datenmanagement, d.h. zur Variablendefinition, zur Gewichtung und
Indexbildung, aber auch zur graphischen Aufbereitung der Primärdaten oder zur
Visualisierung von Analyseergebnissen, regen geradezu zum Experimentieren mit
statistischen Methoden an. Darüber hinaus f̈ordern die leichteÄnderbarkeit der
Struktur statistischer Modelle und die Auswertung auch großer Datensätze ohne
nennenswerte Zeitverzögerung das Testen von Auswertungsvarianten.

Als statistische Methoden für die exploratorische Analyse werden sehr oft Fak-
tor-, Diskriminanz- und Clusteranalyse eingesetzt, die zusammen mit der für
die konfirmatorische Analyse typischen Regressionsanalyse in der vorliegenden
Einführung in die Methoden der statistischen Datenanalyse behandelt werden.

1.2 Theorie- und Modellbildung

Theorie- und Modellbildung kann sowohl Ausgangspunkt als auch Ziel der An-
wendung statistischer Methoden im sozialwissenschaftlichen Forschungsprozeß
sein. Im ersten Fall steht diëUbersetzung einer Theorie in ein statistisches Analy-
semodell im Vordergrund, im zweiten Fall die Interpretation statistischer Auswer-
tungsergebnisse im Lichte züuberpr̈ufender bzw. zu entdeckender theoretischer
Annahmen. Beide m̈oglichenÜberg̈ange zwischen Theorie- und Modellbildung
und der statistischen Analyse sollen hier am Beispiel einer rudimentären Theorie
des Ẅahlerverhaltens beschrieben werden, die auch den Interpretationsrahmen für
die Berechnungsbeispiele in diesem Band darstellt.

Nach einem weit verbreiteten Erklärungsansatz wird die Entscheidung eines
Wählers f̈ur eine Partei als rationale Wahl interpretiert, in der — sehr verkürzt —
derjenigen Partei die Stimme gegeben wird, die in bezug auf zentrale politische
Streitfragen bzw. Wertvorstellungen Positionen vertritt, die denen des Wählers
am n̈achsten liegen. Die Entwicklung politisch relevanter Wertvorstellungen kann
dar̈uber hinaus mit der sozialen Gruppenzugehörigkeit der Ẅahler erkl̈art werden.
Demnach werden im Prozeß der individuellen politischen Sozialisation bestimmte
kollektive Erfahrungen in bezug auf politische Auseinandersetzungen als indivi-
duelle politische Einstellungen verankert.
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Transformation Interpretation

Theorie- und Modellbildung

Statistisches Analysemodell

?

6

Abb. 1.2: Wechselwirkung zwischen Theorie- und Modellbildung und statistischer Datenanalyse

Soziale Gruppen-
zugeḧorigkeit

Parteiposition
bzgl. pol. Streitfragen

Wählerposition
bzgl. pol. Streitfragen

Wahlentscheidung

-

�
�

�
��3

Q
Q

Q
QQs

Abb. 1.3: Erkl̈arungsskizze zum Ẅahlerverhalten

Identifikation zentraler theoretischer Konzepte

Der erste Schritt des̈Ubersetzens einer Theorie in ein statistisches Analysemo-
dell besteht in der Identifikation der zentralen theoretischen Konzepte, mit denen
Aussagen̈uber die zu untersuchenden Realitätsausschnitte formuliert werden. Im
Beispiel der dargestellten Theorie sind dies etwa die Begriffe “individuelle Posi-
tion bez̈uglich politischer Streitfragen”, “Wahrnehmung der Position von Parteien
bez̈uglich politischer Streitfragen”, “soziale Gruppenzugehörigkeit” und “Wahl-
entscheidung”. Abb. 1.3 stellt die Beziehungen zwischen diesen zentralen Begrif-
fen im Rahmen der Erklärung des Ẅahlerverhaltens graphisch dar.
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Definition der Intension und Extension theoretischer Konzepte

Im allgemeinen sind die zentralen theoretischen Konstrukte zur Erklärung sozial-
wissenschaftlicher Phänomene nicht unmittelbar meßbar. Es handelt sich also um
latente, nicht unmittelbar beobachtbare Variablen. Die durch sie beschriebenen
Eigenschaften werden also erst anhand einer Mehrzahl empirischer Beobachtun-
gen (Indikatoren) faßbar, die zur Unterscheidung von latenten Variablen als direkt
meßbare,manifesteVariablen bezeichnet werden.

Um die für ein theoretisches Konzept relevanten Indikatoren zu bestimmen, be-
steht daher der zweite Schritt zu einem statistischen Analysemodell in der Defini-
tion der Intension und Extension der zentralen Erklärungskonzepte. In der inten-
sionalen Definition werden die Beschreibungsdimensionen festgelegt, auf denen
ein Erkl̈arungsbegriff gemessen werden kann. Die Extension eines Begriffs bein-
haltet die Klasse der Sachverhalte, auf die dieser Begriff angewandt werden kann.
Im Fall der erl̈auterten Ẅahlertheorie kann z.B. die Intension des Begriffs “Sozia-
le Gruppenzugeḧorigkeit” definiert werden als Zugehörigkeit zu verschiedenen
Alters-, Geschlechts-, Konfessionsgruppen oder sozialen Schichten. Die Wähler
bzw. alle wahlberechtigten B̈urger einer bestimmten Population bilden die Be-
griffsextension.

Definition von Operationalisierungsregeln

Im dritten Schritt werden die in ihrer Extension und Intension definierten theore-
tischen Begriffe operationalisiert, d.h. es wird angegeben, durch welche Meßvor-
schriften die durch einen theoretischen Begriff bezeichneten Sachverhalte konkret
erfaßt werden k̈onnen. Die in den nachfolgenden Tabellen aufgestellten Opera-
tionalisierungsregeln legen fest, welche Daten (manifeste Variablen, Indikatoren)
den jeweiligen theoretischen Begriff messen.

Soziale Gruppenzugehörigkeit

• Definition:
Einteilung einer Gesellschaft in Gruppen, deren Mitglieder aufgrundähn-
licher Lebensbedingungen und -erfahrungen untereinander häufigere Kon-
takte haben als zu Mitgliedern anderer sozialer Gruppen.
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• Operationalisierung:
Relevante Meßdimensionen der latenten Variablen⇐⇒ Indikatoren2

Variable Indikatoren
Altersgruppenzugeḧorigkeit V335
Geschlechtsgruppen V334, V319
Kirchgangḧaufigkeit V347
Schichtzugeḧorigkeit V338–V345, V237, V240
Einbindung ins Wohnumfeld V350, V352

Wertvorstellungen/Positionen von Wählern

• Definition:
Unter einer Wertvorstellung wird die Neigung verstanden, das eigene und
fremde Handeln anhand gewisser Normen, Standards oder Auswahlkriteri-
en zu beurteilen.

• Operationalisierung:
Relevante Meßdimensionen der latenten Variablen⇐⇒ Indikatoren
Variable Indikatoren (=Einstellungen)
Konserv.-christl. Einfluß der Kirchen auf die Politik: V315
Wertvorstellung Paragraph 218: V387

Soziale Arbeitslosigkeit bek̈ampfen: V245
Wertvorstellung Einfluß der Gewerkschaften auf die Politik: V316

Ökonomische Wirtschaft ankurbeln: V244
Wertvorstellung

Nicht-materielle Den Bürgern mehr Einfluß: V253
Wertvorstellung Ruhe und Ordnung als Staatsaufgabe: V246

Ökologische Umweltschutz als Staatsaufgabe: V249
Wertvorstellung Kernenergieausbau: V303

(Wahrgenommene) Wertvorstellungen/Positionen von Parteien

• Definition:
Wertvorstellungen von Parteien lassen sich analog zu denen der Wähler ein-
teilen, wobei hier die Einschränkung wesentlich ist, daß nur die vom Wähler
wahrgenommenen Wertvorstellungen auch relevant sind.

2Die in den Tabellen genannten Indikatoren (V. . . ) beziehen sich auf die Bundestagswahl-
studie von 1987, die vom Zentralarchiv für empirische Sozialforschung, Studien–Nr. 1537, zur
Verfügung gestellt wurde [Wahlstudie 1987].
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• Operationalisierung:
Relevante Meßdimensionen der latenten Variablen⇐⇒ Indikatoren

Variable Indikatoren (=Einstellungen)
Konserv.-christl.
Wertvorstellung

Vermutete Einstellung der Parteien zur Abtrei-
bung: V388–V391

Ökologische Wert-
vorstellung

Vermutete Einstellung der Parteien zur Kernener-
gie: V304–V308

Wahl des statistischen Analyseansatzes

Der vierte und letzte Schritt in der Herleitung besteht dann in der Auswahl eines
dem Erkl̈arungsansatz adäquaten statistischen Analysemodells. Die Entscheidung
für ein statistisches Analysemodell ist einerseits abhängig vom Skalenniveau der
Indikatoren bzw. der latenten Variablen und zum anderen von der Art der Bezie-
hungen, die zwischen den Erklärungsvariablen unter theoretischen Gesichtspunk-
ten gefordert wird.

Die hier beschriebenen statistischen Analyseansätze gehen im Grundsatz von li-
nearen Zusammenhängen zwischen abhängigen und unabhängigen Erkl̈arungs-
variablen aus. Insofern ist die Gültigkeit der hier erl̈auterten statistischen Ana-
lysemethoden in bezug auf diëUberpr̈ufung sozialwissenschaftlicher Theorien
auf lineare Kausalmodelle beschränkt. Im Rahmen dieser Modellklasse beinhal-
tet jedoch die vorgestellte Auswahl statistischer Analyseansätze sowohl Modelle
mit metrischen und nicht–metrischen manifesten Variablen (bi- und multivariate
Regressionsanalyse, Diskriminanzanalyse) als auch solche mit quantitativen und
qualitativen latenten Variablen (Faktoren- und Clusteranalyse).

Entdecken der Dimensionen eines Erkl̈arungskonzepts

Steht nicht die Theoriëuberpr̈ufung sondern die Entdeckung theoretischer Kon-
zepte im Vordergrund, beginnt die statistische Analyse mit einer Menge manife-
ster Variablen, von denen angenommen wird, daß sie ein theoretisches Konzept
beschreiben. Ziel der Anwendung statistischer Methoden ist es dann, die Dimen-
sionaliẗat eines Erkl̈arungskonzepts wie zum Beispiel die Dimensionalität des
Raums politischer Streitfragen zu beschreiben. Entsprechend dem Skalenniveau
der zu rekonstruierenden Erklärungskonzepte bieten Faktoren- und Clusteranaly-
sen ad̈aquate statistische Analysemodelle.
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1.3 Datenerhebung

Eine wesentliche Voraussetzung für die Durchf̈uhrung einer Datenerhebung ist die
Festlegung derGrundgesamtheit, d.h.

“die Gesamtheit der Einheiten (Personen, Institutionen, Ge-
gensẗande), die in einer statistischen Untersuchung auf ihre beson-
deren Eigenheiten hin zu beschreiben sind.” [Leiner 1989, S. 1]

Beispiel: “Alle Personen mit deutscher Staatsbürgerschaft, die in der Bundesre-
publik und West-Berlin in Privathaushalten leben und spätestens am
1. Januar 1962 geboren wurden (wobei als Privathaushalt jede Gemein-
schaft von Personen gilt, die zusammen wohnen und gemeinsam wirt-
schaften, ohne notwendigerweise auch miteinander verwandt sein zu
müssen” [Porst 1985, S. 89]

Die Grundgesamtheit bezeichnet also den Personenkreis,über den mit Hilfe der
empirischen Untersuchung Aussagen gemacht werden sollen. Allgemein können
bei der Datenerhebung Untersuchungsobjekte wie folgt unterschieden werden:

1. Aussageeinheiten:
Objekte,über die geforscht werden soll, d.h.über die theoretische Schluß-
folgerungen gemacht werden
(z.B. die Ẅahlerschaft der Bundesrepulik Deutschland zur Bundestagswahl
1987)

2. Erhebungseinheiten:
Objekte, an denen Messungen (Beobachtungen) vorgenommen werden
(z.B. eine repr̈asentativ ausgeẅahlte Stichprobe von wahlberechtigten
Bürgern der Bundesrepublik Deutschland für eine Vorwahlbefragung in
1987)

3. Analyseeinheiten/Untersuchungseinheiten:
Objekte, die den statistischen Berechnungen zugrunde liegen
(z.B. die Teilnehmer der Vorwahlbefragung zur Bundestagswahl 1987, die
in bezug auf die analysierten Daten gültige Werte besitzen)

Die Aufgabe der Datenerhebung besteht nun darin, die Analyseeinheiten für die
Durchführung einer statistischen Datenanalyse zu erzeugen. Dazu läßt sich der
Datenerhebungsprozeß insgesamt in folgende Phasen gliedern:



1.3. Datenerhebung 9

1. Festlegung der Aussageeinheiten

2. Bestimmung der Erhebungseinheiten, an denen die für die Aussageeinhei-
ten relevanten Daten erhoben werden können
(Stichprobenziehung oder Wahl der Grundgesamtheit als Erhebungseinhei-
ten)

3. Festlegung der Untersuchungsform
(z.B. Befragung, Beobachtung, Inhaltsanalyse)

4. Entwicklung von Datenerhebungsplänen und -instrumenten
(z.B. Fragebogen, Interviewleitfaden)

5. Durchf̈uhrung der Datenerhebung
(z.B. postalische Befragung, Interviews)

6. Erfassung und Korrektur der Daten
(Übertragung der Ergebnisse aus der Datenerhebung (z.B. ausgefüllte Fra-
geb̈ogen) in eine f̈ur die Datenanalyse geeignete Form (= Datenkodierung))

Ergebnis der Erfassungsphase ist dieDatenmatrixund dasCodebuch, die beide
Voraussetzung für eine statistische Datenanalyse sind.

Die Datenmatrixfaßt in tabellarischer Form die Rohwerte der empirisch gewon-
nenen Daten so zusammen, daß allen Untersuchungseinheiten die erhobenen Va-
riablenwerte nach einem einheitlichen Muster zugeordnet werden. In ihr sind so-
mit die Analyseeinheiten zusammengefaßt.

Variable, Merkmale, Stimuli
(z.B. Interviewfragen)

S1 S2 . . . Sj . . . Sm

Erhebungs-, O1 R11 R12 . . . R1j . . . R1m

Untersuchungs- O2 R21 R22 . . . R2j . . . R2m

einheiten, ...
...

...
...

...
...

...
Merkmalstr̈ager, Oi Ri1 Ri2 . . . Rij . . . Rim

Objekte ...
...

...
...

...
...

...
(z.B. Befragte) On Rn1 Rn2 . . . Rnj . . . Rnm

DasCodebuchentḧalt für eine sozialwissenschaftliche Untersuchung die Varia-
blen̈ubersicht, die Zuordnung von Variablen und Variablennamen und für jede
Variable die Zuordnung von Merkmalsausprägungen zu numerischen oder alpha-
betischen Symbolen.
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Traditionell konzentriert sich die softwaretechnische Unterstützung des empiri-
schen Forschungsprozesses auf die eigentliche Datenanalyse mittels statistischer
Auswertungssysteme (vgl. Kapitel 1.4). Die Entwicklung von Softwarewerkzeu-
gen f̈ur die Daten-Erhebungs- und Erfassungsphase mit dem Ziel, die Zeitspanne
von der Theorie- und Modellbildung bis zum Vorliegen analysefähiger Daten zu
verkürzen, hat erst in den 80er Jahren verstärkt eingesetzt. Neben dem Kosten-
aspekt spielt dabei insbesondere der immer stärker steigende Bedarf ankurzfristig
verfügbaren Analyseergebnissen (z.B. Konsumentenforschung, Wahlforschung)
eine wichtige Rolle.

Die im Rahmen der Datenerhebung hierfür eingesetzten Softwaresysteme lassen
sich wie folgt charakterisieren:

• Untersẗutzung der Datenerfassung im engeren Sinne.
Hierunter sind Programme (z.B. DATA ENTRY II für SPSS) zu verstehen,
mit deren Hilfe — im Gegensatz zu der “klassischen” Datenerfassung mit-
tels Texteditor — speziell auf eine Erhebung abgestimmte, maskengesteu-
erte Datenerfassungsprogramme erstellt werden. Dies umfaßt auch die De-
finition von Regeln f̈ur eine antwortgesteuerte Fragebogenabarbeitung (skip
and fill rule) oder die Angabe von G̈ultigkeitsbereichen f̈ur Antworten (ran-
ge), deren Verletzung eine Fehlermeldung erzeugt und direkt die Möglich-
keit zur Korrektur vorsieht.

• Untersẗutzung des gesamten Datenerhebungsprozesses.
Eine weitere Beschleunigung der Datenerhebungsphase läßt sich durch
den Einsatz von Hard- und Softwaresystemen erzielen, die insbe-
sondere Datenerhebung und Datenerfassung direkt miteinander verbin-
den, d.h. ohne Datenerhebungsinstrumente “aus Papier” auskommen.
Der Schwerpunkt der Entwicklung liegt dabei in der Unterstützung
von Telephoninterviews ([Frey/Kunz/Lüschen 1990], [Schneid 1991]).
Allgemein lassen sich folgende Anwendungsbereiche unterscheiden
[Joop/De Bier/De Leeuw 1990]:

CAPI (Computer-Assisted Personal Interviewing):
Die Antworten werden ẅahrend des Interviews direkt durch den
Interviewer in den Rechner eingegeben.

CASAQ (Computer-Assisted Self-Administered Questionnaire):
Der Befragte f̈uhrt die Befragung selbständig im Dialog mit dem
Rechner durch.

CATI (Computer-Assisted Telephone Interviewing):
Softwaretechnische Unterstützung f̈ur alle Aufgaben zur
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Durchführung von Telefoninterviews, wie zum Beispiel automa-
tische Stichprobenziehungen, die Durchführung und Verwaltung
von Telefonkontakten (Telefonscheduling), der Fragebogen-
entwurf, die Durchf̈uhrung von Interviews, Komponenten zur
Interview(er)verwaltung und -kontrolle, etc.

1.4 Datenanalyse

1.4.1 Statistische Auswertungssysteme

Die Durchf̈uhrung empirischer Studien hat mit der Entwicklung von statistischen
Auswertungssystemen seit den 60er Jahren einen großen Aufschwung genom-
men und dem empirischen Erklärungsansatz als vorherrschendem Forschungs-
paradigma in den Sozialwissenschaften zum entscheidenden Durchbruch verhol-
fen ([Engel/M̈ohring 1994]). Insbesondere die Anwendung rechenintensiver Aus-
wertungsmethoden, das Auswerten großer Datenbestände sowie die mehrfache
Auswertung eines Datenbestandes (vgl. [Haag/Haux/Kieser 1992, S. 1]) unter
ver̈anderten Fragestellungen ist ohne statistische Auswertungssysteme praktisch
nicht durchf̈uhrbar.

In einer ersten Phase der Entwicklung stand dabei ausschließlich die Anwendung
statistischer Methoden im Vordergrund, sowohl in Form individuell erstellter Pro-
gramme als auch durch die Verfügbarkeit erster Programmbibliotheken. Die Ent-
wicklung stapelorientierter Softwaresysteme (z.B. P-STAT, SPSS, SAS, BMDP)
mit einer eigenen Kommandosprache ab Mitte der 60er Jahre, die außer statisti-
schen Prozeduren bereits erste Hilfsfunktionen zur Datendefinition und zur Da-
tenaufbereitung (z.B. Variablendefinition, Rekodierung) enthielten, führte zu ei-
ner ersten Standardisierung und durch die vereinfachte Handhabung auch zu einer
starken Verbreitung. Neben der Weiterentwicklung des statistischen Methoden-
spektrums stand in den folgenden Jahren gerade der Ausbau der Datenverwal-
tungskomponente im Vordergrund, insbesondere unter dem Aspekt einer Annähe-
rung an Datenbanktechnologien3. Der n̈achste große Entwicklungsschub erfolg-
te Anfang der 80er Jahre durch die Portierung der existierenden bzw. die Ent-
wicklung neuer Softwaresysteme (z.B. S-PLUS, GAUSS, SYSTAT, NSDstat+)
auf Arbeitsplatzrechner. Die mit dieser Rechnergeneration verbundenen techni-
schen M̈oglichkeiten (z.B. hochaufl̈osende Farbgraphik, Menü-/ Fenstertechnik)
untersẗutzten nicht nur die Entwicklung neuer Analyse- und Präsentationstech-
niken (z.B. innerhalb der exploratorischen Datenanalyse) oder auch stärker be-

3Entwicklung statistischer Auswertungssysteme auf Datenbankbasis (z.B. SIR/DBMS).
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nutzerorientierter Sprachkonzepte, sondern sie veränderten auch den Vorgang
der Datenanalyse selbst hin zu einem interaktiven Prozeß mit kurzen Antwort-
zeiten, direkter Ergebnispräsentation und der M̈oglichkeit der Weiterverarbei-
tung von Analyseergebnissen in nachfolgenden Bearbeitungsschritten. Die Viel-
falt und Komplexiẗat des von statistischen Analysesystemen mittlerweile ange-
botenen Methodenspektrums bringt zusätzliche Auswahlprobleme für konkrete
Fragestellungen, insbesondere unter dem Aspekt einer steigenden Benutzerzahl
ohne mathematisch-statistischem Hintergrundwissen. Neueste Entwicklungen ge-
hen daher in die Richtung wissensbasierter Systeme (z.B. CADEMO, GLIMPSE,
REX), um Anwender bei einer für ihren Problembereich angemessenen Metho-
denauswahl zu unterstützen.

Nachfolgende Auflistung enthält das von der Mehrzahl statistischer Ana-
lysesysteme4 bereitgestellte Methodenspektrum. Die dabei jeweils in Klam-
mern genannten Bezeichner stammen aus der Kommandosprache von SPSS
[Uehlinger/Hermann/Huebner/Benke 1992], auf deren Grundlage auch stärker
anwenderorientierte Eingabeformen realisiert sind (vgl. SPSS für Windows
[SPSS 1993]).

1. Datendefinition/-erfassung:
In diese Gruppe gehören alle M̈oglichkeiten des Anwenders zur Beschrei-
bung von Variablen und Variablenstrukturen (DATA LIST, VARIABLE
LABELS, VALUE LABELS, MISSING VALUES) sowie zum Einlesen
(BEGIN DATA ... END , GET FILE) und zum Abspeichern (SAVE)
von Daten.

2. Datenmanagement/-modifikation:
Für die Durchf̈uhrung von statistischen Datenanalysen ist es häufig notwen-
dig, Variablen der Rohdatenmatrix unter Berücksichtigung der zugrundelie-
genden Fragestellungen und zuüberpr̈ufender Hypothesen aufzubereiten:

• Bildung neuer, nicht direkt gemessener Variablen durch Kombination
von Merkmalen der Rohdaten (COMPUTE)
(vgl. Anhang A.1)

Beispiel ([Hoffmeyer-Zlotnik 1993, S. 135]): Sozialökonomischer
Status (SES)

4Haag, Haux und Kieser sprechen von insgesamt mehr als 200 kommerziell verfügbaren Sy-
stemen ([Haag/Haux/Kieser 1992, S.41]).
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SES = f ( Bildung (→ Schulabschluß) ,
Beruf (→ berufliche Stellung) ,
Einkommen ,
ethnische Zugeḧorigkeit

)

• Modifikation existierender Variablen für Auswertungszwecke (RE-
CODE)

Beispiel:

Generationen = Bildung von Altersklassen aus dem Alter
der Befragten
(z.B. 18–25, 26–40, 41–60,≥ 61)

Ebenfalls in diese Kategorie gehören allgemeine Datenmanagementfunk-
tionen zur Vorbereitung von Datenanalysen. Beispiele hierfür sind

• das Sortieren von Beobachtungen (SORT),

• das Zusammenfügen mehrerer Eingabedateien (JOIN ),

• die bedingte Auswahl (SELECT IF) oder

• das Gewichten von Beobachtungen (WEIGHT).

3. Statistische Datenanalyse:
Die statistische Datenanalyse umfaßt die Anwendung statistischer Metho-
den auf die Daten, d.h. die Datenanalyse im eigentlichen Sinne. Im Rah-
men einer ersten,deskriptiven Datenanalysewerden dabei Zusammenhänge
ausschließlich zwischen den erfaßten Analyseeinheiten untersucht. Für ei-
ne besserëUberschaubarkeit der Vielzahl von angebotenen Methoden exi-
stieren in der Literatur eine ganz Reihe von Unterscheidungskriterien, von
denen die wichtigsten nachfolgend aufgeführt sind:

Kriterium Methode

Anzahl der Variablen univariat, bivariat, multivariat
Meßniveau der Variablen nominal, ordinal, intervall, ratio
Beziehung zwischen den Variablensymmetrisch (interdependent),

asymmetrisch (kausal)
Funktionaler Zusammenhang zwi-
schen den Variablen

linear, nichtlinear

Abstraktionsebene der Variablen empirisch (manifest), theoretisch
(latent)

Zeitstruktur der Datensätze Querschnitt, L̈angsschnitt
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In der Regel stammen die in der Datenmatrix enthaltenen Daten aus einer
(repr̈asentativen) Stichprobe der Grundgesamtheit, da eine Vollerhebung
aus Zeit- und Kostengründen meist viel zu aufwendig ist (z.B. Wahlfor-
schung)5. Von Interesse sind aber natürlich die “wahren” Zusammenhänge
auf der Ebene der Grundgesamtheit und weniger die Analyseergebnisse
in der Stichprobe. So hat beispielsweise das Ergebnis der Sonntagsfra-
ge (“Wenn n̈achsten Sonntag Bundestagswahl wäre, welche Partei ẅurden
Sie ẅahlen?”) nur bezogen auf alle Wahlberechtigten der Bundesrepublik
Deutschland einen Aussagewert. Die Methoden derschließendenoder auch
induktiven Statistikerlauben sowohl dasScḧatzenunbekannter Parameter
(z.B. Mittelwert) als auch diePrüfung von statistischen Hypothesenüber
Sachverhalte in der Grundgesamtheit, falls die hierfür verwendete, einzige
Stichprobe nach festgelegten, wissenschaftlich begründeten Regeln gezo-
gen worden ist.

In den folgenden Kapiteln werden die wichtigsten Methoden deskriptiver
Datenanalyse (univariat, bivariat, multivariat) vorgestellt. Aufbauend auf
eine kurze Einf̈uhrung in die Grundlagen der Inferenzstatistik (vgl. Kapi-
tel 4) folgt dann die Durchf̈uhrung inferenzstatistischer Verfahren jeweils
methodenspezifisch (z.B. die Durchführung eines Hypothesentest für den
χ2-Wert).

4. Ergebnisaufbereitung/-präsentation:
Eine vor allem im Hinblick auf die Vermittlung der Ergebnisse empiri-
scher Forschung wichtige Rolle spielt die Aufbereitung und Präsentation
von Analyseergebnissen. Im Mittelpunkt stehen dabei graphische Darstel-
lungsm̈oglichkeiten (z.B. Histogramme, Scatterplots, Boxplots), die insbe-
sondere durch die technische Weiterentwicklung sehr stark vorangetrieben
wurden (z.B. Darstellung und Bearbeitung von dreidimensionalen Punkt-
wolken aus verschiedenen Perspektiven). Ein weiterer Punkt ist die Un-
tersẗutzung bei der Gestaltung von Tabellen (TABLES).

1.4.2 Kurzcharakteristik deskriptiver Analyseverfahren

Für eine erste Einordnung der in den folgenden Kapiteln ausführlich beschriebe-
nen Datenanalyseverfahren werden diese zuvor anhand der vorgestellten Klassifi-
kationskriterien kurz charakterisiert:

5Weiterhin gibt es — zumindest außerhalb der Sozialwissenschaften — auch Erhebungsme-
thoden, bei denen die Untersuchungsobjekte zerstört werden (z.B. chemische Analysen bei der
Qualiẗats̈uberpr̈ufung von Produkten). Eine Vollerhebung ist hier also grundsätzlich ausgeschlos-
sen.
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• Univariate Verfahren

Gegeben: eine manifeste, nichtmetrische oder metrische Variable

Frage: Wie verteilen sich die Werte dieser Variablen innerhalb der
Stichprobe bzw. der Gesamtpopulation?

Beispiel: Wahlentscheidung (Sonntagsfrage)

x
 Stichprobenumfang (Fallzahl)

Abb. 1.4: Univariate Modelle

• Bivariate Verfahren

– Zusammenhangsmaße

Gegeben: zwei Variablen

Frage: Wie stark ist der Zusammenhang zwischen diesen Varia-
blen (symmetrisch)?
Wie verbessert die Kenntnis einer (als unabhängig definier-
ten Variablen) die Vorhersage der anderen (abhängigen)
Variablen (asymmetrisch)?

Beispiel: Konfession←→Wahlentscheidung
Konfession−→ Parteisympathie

nominal/nominal : χ2, λ
ordinal/ordinal : τB, τC , γ
metrisch/metrisch : r2

nominal/metrisch : η2

x1� -x2

Abb. 1.5: Bivariate Assoziationsmaße

– Bivariate Regression



16 Kapitel 1. Die Datenanalyse im empirischen Forschungsprozeß

Gegeben: zwei metrische Variablen:
eine unabḧangige Variable (Regressor),
eine abḧangige Variable (Regressand)

Frage: Wie stark steht der Regressand in einem kausalen
Abhängigkeitsverḧaltnis zu dem Regressor?

Beispiel: Kanzlerkandidatensympathie−→ Parteisympathie

x - y

Abb. 1.6: Bivariate Regression

• Multivariate Verfahren

– Multiple Regression

Gegeben: mehrere metrische, unabhängige Variablen,
eine metrische, abhängige Variable

Frage: Wie groß ist der Einfluß der einzelnen unabhängigen Va-
riablen (im Vergleich zueinander) auf die abhängige Varia-
ble?
Wie gut erkl̈art das Modell den Zusammenhang zwischen
unabḧangigen und abḧangiger Variablen?

Beispiel: Sympathie zu einzelnen Spitzenpolitikern−→ Parteisym-
pathie

– Faktorenanalyse

Gegeben: mehrere metrische Variablen

Frage: Welche Variablen messen wie gut eine bzw. mehrere laten-
te Variablen (Faktoren) ?

Beispiel: Sympathie zu einzelnen Spitzenpolitikern←− Parteien-
spektrum (Links-Rechts-Spektrum)
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Abb. 1.8: Faktorenanalyse

– Diskriminanzanalyse

Gegeben: mehrere metrische, unabhängige Variablen,
eine nominal skalierte, abhängige Variable

Frage: Wie groß ist der Einfluß der einzelnen unabhängigen Va-
riablen (im Vergleich zueinander) auf die abhängige Varia-
ble?
Wie gut erkl̈art das Modell den Zusammenhang zwischen
unabḧangigen und abḧangiger Variablen?
Wie gut lassen sich die durch die (nominal skalierte)
abḧangige Variable gebildeten Gruppen trennen (rekon-
struieren)?

Beispiel: Sympathie zu Spitzenpolitikern und Parteien−→Wahlver-
halten

– Clusteranalyse
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Abb. 1.9: Diskriminanzanalyse (f1/2 kennzeichnen die Diskriminanzfunktionen)

Gegeben: mehrere metrische oder anders skalierte Variablen, die es
erlauben anzugeben, wiëahnlich die F̈alle untereinander
sind

Frage: Lassen sich die F̈alle auf Grund der gemessenen Variablen
zu Gruppen zusammenfassen?

Beispiel: Sympathie zu Spitzenpolitikern und Parteien←− Partei-
anḧangerschaften
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Abb. 1.10: Clusteranalyse (c entḧalt die Zugeḧorigkeit zu den neugebildeten Gruppen)



Kapitel 2

Meßniveaus und Skalentypen

Jede Modellierung — und also auch die Messung — repräsentiert Arten von an-
scheinend̈ahnlichen Dingen der Wirklichkeit durch Klassen von gleichartigen
Objekten und die Eigenschaften von Dingen durch Attribute von Objekten. Mes-
sen ist dann die Operation, vermittels derer — nach Beobachtung einzelner Dinge
der Wirklichkeit — einzelnen Objektinstanzen, die diese Dinge repräsentieren,
Attributwerte zugeordnet werden.

Messen: Zuordnung von Symbolen (z.B. Zahlenwerten) zu den Ausprägungen
von Eigenschaften (Merkmalen) bestimmter Merkmalsträger auf einer
bestimmten Attributdimension (Variable) nach festen Regeln, so daß
gleichen Merkmalsausprägungen gleiche Symbole (als Attributwerte)
zugeordnet werden.

Die Arten des Messensunterscheiden sich in ihren Zuordnungsregeln (vgl.
[Besozzi/Zehnpfennig 1976, S. 10ff]):

• Fundamentales Messen:
Ableitung der Zuordnungsregeln durch kontrollierte Beobachtungen und
Experimente aus Naturgesetzen — etwa bei der Messung vonKräftenun-
ter Zugrundelegung des Hebelgesetzes; freilich wird auch hier (wie beim
“theoriegeleiteten Messen”) vorausgesetzt, daß die Messung der Länge des
Hebelarms bereits definiert ist.
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• Theoriegeleitetes Messen(abgeleitetes Messen):
Anwendung einer theoretisch definierten Zuordnungsregel — etwa bei der
Messung derMasseunter Zugrundelegung des Newtonschen GesetzesF =
ma; hier wird vorausgesetzt, daß Kräfte und Beschleunigungen bereits ohne
das Konzept der Masse meßbar sind.

• Messen durch Abzählen(Messen ‘by counting’):
Häufigkeiten des Auftretens gleicher Objekte/Objekteigenschaften in einer
bestimmten Zeit und einem bestimmten Raum — auch hier wird eine Theo-
rie vorausgesetzt, “die der Bildung homogener Klassen von Ereignissen im-
plizit ist” [Besozzi/Zehnpfennig 1976, S. 11].

• Messen durch zweckmäßiges Definieren und Vereinbaren einer Zuordnungs-
regel(Messen ‘by fiat’):
Zuordnung eines Zahlenwertes zu einer bestimmten definierten Beobach-
tung — die Definition der Zuordnungsregel ist hier zunächst arbitr̈ar; erst
die Aufdeckung stabiler Beziehungen — wenn es solche denn gibt — zwi-
schen ‘by fiat’ gemessenen Variablen erlaubt später, die Messungen theore-
tisch zu untermauern.

Eng verbunden mit dem Begriff der Messung ist der Begriff der Skala:

Skala: Homomorphe Abbildung von Merkmalsausprägungen auf eine Menge
von Symbolen.

Skalen werden nach den auf sie anwendbaren Operationen klassifiziert, diese
Klassifikationen werdenSkalenniveausoder auchMeßniveausgenannt. Skalen-
typen werden nach derArt der Abbildungvon Merkmalsausprägungen auf eine
Menge von Symbolen unterschieden:

• Nichtmetrische (qualitative) Skalen

– Nominalskala

Beschreibung: Abbildung von Untersuchungseinheiten nach der
Äquivalenzvon Merkmalsausprägungen in ungeord-
nete, sich gegenseitig ausschließende und den Wer-
tebereich des Merkmals vollständig abdeckende Ka-
tegorien. Gibt es nur zwei solcher Kategorien, wird
auch von einerdichotomenSkala gesprochen.

Operationen: Gleichheit, Ungleichheit
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Beispiele: - Geschlecht (m̈annlich, weiblich)
- Konfession (katholisch, protestantisch, . . . )

– Ordinalskala

Beschreibung: Abbildung von Untersuchungseinheiten auf eine Ska-
la, die eine Rangordnung zwischen den Untersu-
chungseinheiten darstellt (Ordnungsrelation)

Operationen: alle Vergleichsoperationen

Beispiele: - Schulabschluß (o. Abschluß, Hauptschule, . . . )
- Schichtzugeḧorigkeit (Unter-, Mittelschicht,...)

• Metrische (quantitative) Skalen

– Intervallskala

Beschreibung: Abbildung von Untersuchungseinheiten auf eine Ska-
la gleicher Distanzen zwischen den einzelnen Merk-
malsauspr̈agungen

Operationen: alle Vergleichsoperationen und alle linearen Transfor-
mationen

Beispiele: - Kalender
- Temperatur
- Sympathieskalometer (+5, . . . ,−5)

– Ratioskala

Beschreibung: Abbildung von Untersuchungseinheiten auf eine Ska-
la, bei der das Verḧaltnis der Maßeinheiten gleich ist,
d.h. die Ratioskala besitzt einen absoluten Nullpunkt

Operationen: alle arithmetischen Operationen

Beispiele: - Gewicht
- Alter

Die Skalenniveaus haben aufgrund der unterschiedlich mächtigen Operationen ei-
ne bestimmte Rangordnung:

Skalenniveau
qualitativ < metrisch

nominal < ordinal < intervall < ratio
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Kapitel 3

Univariate Datenanalyse

3.1 Die Beschreibung von Ḧaufigkeitsverteilungen

Grundlage einer statistischen Analyse ist die Verteilung der Untersuchungsein-
heiten auf die einzelnen Antwortkategorien der Variablen. Mit Hilfe geeigneter
Darstellungsformen erlauben Häufigkeitsverteilungen einen ersten Einblick in die
Struktur der erhobenen Daten.

Zur Charakterisierung der Ḧaufigkeiten werden dabei für jeden Skalenpunkt fol-
gende Kennzahlen verwendet:

• Absolute Ḧaufigkeitender Merkmalsausprägungen (Frequency ):

fk, (k = 1, . . . , l)

Anzahl der Untersuchungseinheiten in einer Merkmalsklassek
(l = Anzahl der Klassen bzw. der unterschiedenen Meßwerte)

• Relative Ḧaufigkeiten der Merkmalsausprägungen (Percent , Valid
Percent ):

hk =
fk

n

Verhältnis der Anzahlfk der Merkmalstr̈ager in einer Merkmalsklassek zur
Gesamtheitn aller Analyseeinheiten
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• Kumulierte Ḧaufigkeitender Merkmalsausprägungen (Cum Percent ):

ct =
1

n

t∑
k=1

fk =
t∑

k=1

hk, (1 ≤ t ≤ l)

Summation aller relativen Ḧaufigkeitenhk bis zu einer festgelegten Merk-
malsklasset

Als Beispiel seien in tabellarischer Form die Häufigkeitsverteilung und die we-
sentlichen statistischen Kennzahlen für die Frage nach der Sympathie für die CDU
aufgef̈uhrt:

“Und was halten Sie — so ganz allgemein — von der CDU?
Sagen Sie es bitte anhand einer Skala von+5 bis−5:
+5 bedeutet, daß Sie sehr viel von der CDU halten.
−5 bedeutet, daß Siëuberhaupt nichts von ihr halten.”

V213 SKALOMETER: CDU
Valid Cum

Value Label Value Frequency Percent Percent Percent
-5 27 5.4 5.4 5.4
-4 20 4.0 4.0 9.4
-3 35 7.0 7.0 16.5
-2 32 6.4 6.4 22.9
-1 30 6.0 6.0 28.9

0 51 10.2 10.2 39.2
1 51 10.2 10.2 49.4
2 69 13.8 13.9 63.3
3 69 13.8 13.9 77.1
4 70 14.0 14.1 91.2
5 44 8.8 8.8 100.0
. 2 .4 Missing

------- ------- -------
Total 500 100.0 100.0

Mean .968 Std err .130 Median 2.000
Mode 4.000 Std dev 2.896 Variance 8.389
Kurtosis -.793 S E Kurt .218 Skewness -.499
S E Skew .109 Range 10.000 Minimum -5.000
Maximum 5.000 Sum 482.000

Diese Form der Darstellung verliert ihrëUbersichtlichkeit, wenn die Anzahl der
Antwortkategorien sehr hoch ist (z.B. Alter der Befragten) bzw. eine echt konti-
nuierliche Antwortskala wie bei physikalischen Meßgrößen vorliegt (z.B. Tem-
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peratur). In diesem Fall empfiehlt sich eine vorherige Zusammenfassung der Va-
riablenauspr̈agungen in Gruppen (z.B. Altersklassen), die ihrerseits dann die Ant-
wortkategorien f̈ur eine neu zu bildende Variable sind. Hierbei ist zu berücksichti-
gen, daß eine derartige Gruppenbildung immer einen von der gewählten Klassen-
größe abḧangigen Informationsverlust darstellt, da mit steigender Klassengröße,
d.h. einer Verringerung der Klassenzahl, auch die Unbestimmtheit des ursprüng-
lichen, individuellen Variablenwertes zunimmt (vgl. [Böker 1993, S. 15ff]). Zu-
dem er̈offnet die Wahl der Klassengrenzen Möglichkeiten zur Manipulation von
Häufigkeitsverteilungen.

Eine weitere Art, “das Wesentliche” einer Häufigkeitsverteilung schnell aufzu-
nehmen bzw. zu vermitteln, sind graphische Darstellungen in verschiedenen For-
men, von denen nachfolgend einige beispielhaft aufgeführt sind. Hierbei ist zu
ber̈ucksichtigen, daß sich durch die Hinzunahme von Graphiken die Gefahr von
verzerrten, d.h. bewußt oder unbewußt manipulierten Darstellungen von Häufig-
keitsverteilungen vergrößert (vgl. [Kr̈amer 1992, S. 29ff]).

1. Balkendiagramm/Histogramm
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2. Tortendiagramm

3. Abschnitts-/Kurvendiagramm
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Neben den eher̈ubersichtsartigen, tabellarisch bzw. graphisch beschriebenen
Häufigkeitsverteilungen erm̈oglicht die deskriptive Statistik auch spezifischere
Charakterisierungen von Variablen. Hierzu existieren eine Reihe von Maßzah-
len, die sich zum einen auf die zentrale Tendenz, den Schwerpunkt oder auch die
Konzentration von Variablenwerten und zum anderen auf die Art ihrer Verteilung,
ihrer Streuung bzw. ihrer Homogenität über alle Merkmalskategorien hinweg be-
ziehen.

In den folgenden Abschnitten wird auf diese Maßzahlen eingegangen; sie sind
nach dem Skalenniveau klassifiziert, das die zugrundeliegende Variable für ei-
ne Anwendung wenigstens aufweisen muß. Die Anwendung auf Variablen mit
höherem Skalenniveau ist dabei immer möglich.
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3.2 Kennzahlen f̈ur die “zentrale Tendenz” einer
Variablen

Modus (häufigster/dichtester Wert, Modalwert, mode)

Skalenniveau: nominal

Definition: Der Modush einer Verteilung bezeichnet den Variablenwert, der
die ḧochste Fallzahl hat. Ist das Skalenniveau metrisch, so ergibt
sich der Modus bei mehreren, nebeneinander liegenden Werten
mit gleicher, ḧochster Fallzahl aus deren arithmetischem Mittel.
Bei gruppierten Merkmalen wird der mittlere Variablenwert aus
der Klasse mit der ḧochsten Fallzahl genommen.

Bemerkung: Der Vorteil des Modus liegt in seiner einfachen Definition und in
seiner Verwendungsm̈oglichkeit auch f̈ur nominalskalierte Varia-
blen. Weiterhin erlaubt er im Gegensatz zu den anderen Kennzah-
len die Charakterisierung mehrgipfliger Verteilungen (z.B. bimo-
dal), da mehrere nichtbenachbarte, hohe Häufigkeitszahlen auf-
weisende Merkmalsausprägungen als selbständige Modalwerte
aufgefaßt werden, d.h. einer Verteilung können durchaus mehrere
Modalwerte zugewiesen werden.

Beispiele: Der Modus der (intervallskalierten) Sympathieskalometerfrage
für die CDU ist +4 (̂= 14.1%). F̈ur den Fall, daß der Wert für die
Merkmalsklasse +3 ebenfalls 14.1% wäre, erg̈abe sich ein Modus
von +3.5.
Sei in einer gruppierten Altersvariablen die Gruppe der 30- bis
39-jährigen am sẗarksten besetzt, so wäre der Modus dieser Va-
riablen 34.5.
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Median (Zentralwert, median)

Skalenniveau: ordinal

Definition: Der Medianx̃ einer Verteilung ist der Variablenwert, der in der
Mitte der nach der Gr̈oße sortierten Variablenwerte steht. Dabei
muß zwischen einer geraden und einer ungeraden Anzahln von
Untersuchungseinheiten unterschieden werden.

Berechnung:

x̃ =


xi, i =

n + 1

2
falls n ungerade

xn/2 + x(n/2)+1

2
falls n gerade

Bemerkung: Bei gruppierten Variablenwerten wird einfiktiver Medianwertbe-
rechnet, basierend auf der Annahme, daß die Variablenwerte in-
nerhalb der Klassenintervalle gleichverteilt sind. Sowohl obige
Berechnung als auch die Interpolation bei gruppierten Variablen-
werten (siehe Beispiel) lassen sich strenggenommen nicht auf
ordinalen Daten durchführen. Daher wird bei einer geraden An-
zahl von Untersuchungseinheiten häufig auch anstatt eines fikti-
ven mittleren Wertes einer der beiden mittleren (z.B.x̃ = xn/2)
bzw. bei gruppierten Variablenwerten der Wert dieser Merkmals-
klasse als Median angenommen.

Beispiel: Der Median der Sympathieskalometerfrage für die CDU ergibt
sich zu

x̃ =
x250 + x251

2
=

2 + 2

2
= 2.

Eine Medianberechnung für gruppierte Variablenwerte läßt sich
wie folgt durchf̈uhren ([Benninghaus 1985, S. 41]):

Klassenintervall Häufigkeit kumulierte Ḧaufigkeit

6 – 8 5 5
9 – 11 10 15

12 – 14 14 29
15 – 17 13 42
18 – 20 11 53
21 – 23 16 69
24 – 26 19 88
27 – 29 12 100
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Der Median liegt im Klassenintervall 18 – 20 (= Klassem) mit
den exakten Grenzenxu = 17.5 undxo = 20.5. Die Berechnung
des Medians ergibt sich durch Interpolation:

x̃ = xu +
n/2− cm−1

fm

∗ (xo − xu)

= 17.5 +
50− 42

11
∗ (20.5− 17.5)

= 17.5 + 0.73 ∗ 3

= 19.7



3.2. Kennzahlen für die “zentrale Tendenz” einer Variablen 31

Arithmetisches Mittel (Mittelwert, Durchschnittswert, arithmetic average,
arithmetic mean)

Skalenniveau: metrisch

Definition: Das arithmetische Mittel̄x einer Verteilung ergibt sich aus der
Summe der Variablenwerte, dividiert durch ihre Anzahl.

Berechnung:

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi =
1

n

∑̀
k=1

fixi

Bemerkung: Das arithmetische Mittel als bekannteste Kennzahl für die “zen-
trale Tendenz” einer Variablen eignet sich insbesondere für
die Beschreibung symmetrischer, unimodaler Verteilungen und
zeichnet sich durch folgende Eigenschaften aus:

1. Die Addition (Subtraktion) einer Zahl zu allen Variablen-
werten vergr̈oßert (verkleinert)̄x um diese Zahl:

xi ± c, (i = 1, . . . , n) =⇒ x̄′ = x̄± c

2. Die Summe der Abweichungen aller Variablenwerte vonx̄
ist gleich Null:

n∑
i=1

(xi − x̄) = 0

3. Die Summe der quadrierten Abweichungen aller Variablen-
werte vonx̄ (=Variation) ist ein Minimum, d.h. sie ist klei-
ner als die Summe der quadrierten Abweichungen von ei-
nem beliebigen anderen Wert:

n∑
i=1

(xi − x̄)2 = Minimum

Beispiel: Das arithmetische Mittel der Sympathieskalometerfrage für die
CDU ergibt sich zu

x̄ = 0.968
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3.3 Kennzahlen f̈ur die Streuung einer Variablen

Entropie

Skalenniveau: nominal

Definition: Bei dem aus der Thermodynamik und der Informationstheorie be-
kannten Entropie-MaßH wird die Streuung eines Merkmals als
Konzentration der Untersuchungseinheiten auf bestimmte Merk-
malsklassen bzw. als Abweichung vom Modell der Gleichvertei-
lung verstanden, bei der jede Merkmalsklasse gleich stark besetzt
ist.

Berechnung:1

H =
k∑

i=1,hi 6=0

hi lb
1

hi

Bemerkung: Die Entropie hat folgende Eigenschaften:

1. Fallsalle Untersuchungseinheiten sich aufeineMerkmals-
klasse konzentrieren (∃j, 1 ≤ j ≤ k : hj = 1, hi = 0 für
i 6= j), ist die Entropie minimal, d.h. 0:

H = hj lb
1

hj

= 1 lb 1 = 0

2. Falls die Untersuchungseinheiten sich gleichmäßig auf alle

Merkmalsklassen verteilen (∀i, 1 ≤ i ≤ k : hi =
1

k
), ist

die Entropie maximal, d.h. lbk:

H =
∑̀
k=1

1

k
lb k = k

1

k
lb k = lb k

Die Entropie einer Variablen liegt somit immer zwischen 0 und
lb k.

1lb bezeichnet den Zweierlogarithmus: lb= log2
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6

-

1. H = 0

6

-

2. H = lb k

Abb. 3.1: Extremsituationen für die EntropieH

Quartilabstand (interquartile range)

Skalenniveau: ordinal

Definition: Grundlage f̈ur die Berechnung des Quartilabstandes ist der Be-
griff der Quantile. Quantile teilen eine nach ihrer Größe geord-
nete Menge von Untersuchungseinheiten in q Klassen mit einer
jeweilsgleichen Anzahlvon Meßwerten ein. Je nach Anzahl der
Quantile wird von Tertilen (q = 3), Quartilen (q = 4), . . . , Oktilen
(q = 8), etc. gesprochen. Der QuartilabstandQ berechnet sich aus
der Differenz zwischen dem Index des kleinsten Meßwerts des
vierten Quartils (oder des größten des dritten Quartils) und dem
Index des gr̈oßten Meßwertes des ersten Quartils. Eine Erwei-
terung stellt dermittlere Quartilabstand(quartile deviation)Qm

dar, bei dem der Quartilabstand zusätzlich noch durch 2 dividiert
wird.

Berechnung:

Q = Q3 −Q1 bzw. Qm =
Q3 −Q1

2

mit:
Q1 : Schnittpunkt zwischen den ersten 25 Prozent der Vertei-

lung und dem Rest
Q3 : Schnittpunkt zwischen den ersten 75 Prozent der Vertei-

lung und dem Rest

Bemerkung: Der Quartilabstand dient zur Beschreibung der Streubreite eines
Merkmals, ohne daß auf die Extremwerte bezug genommen wird.
Der Wert f̈ur Q2, d.h. der Schnittpunkt zwischen den beiden Hälf-
ten einer Verteilung, entspricht dabei dem Medianx̃ dieser Ver-
teilung.



34 Kapitel 3. Univariate Datenanalyse

Beispiel: Bei der Skalometerfrage zur CDU-Sympathie fällt das erste Quar-
til Q1 auf den Skalometerwert−1, das dritte (Q3) auf den Skalo-
meterwert3. Somit betr̈agt der Quartilabstand:

Q = Q3 −Q1 = 3− (−1) = 4

Die Berechnung des Quartilabstands für gruppierte Variablenwer-
te läßt sich wie folgt durchf̈uhren
([Benninghaus 1985, S. 52–53]):

Klassenintervall Häufigkeit kumulierte Ḧaufigkeit

6 – 8 5 5
9 – 11 10 15

12 – 14 14 29 ⇒ Q1

15 – 17 13 42
18 – 20 11 53
21 – 23 16 69
24 – 26 19 88 ⇒ Q3

27 – 29 12 100

Nach Festlegung der Merkmalsklassen, in dieQ1 und Q3 fal-
len, erfolgt ihre konkrete Berechnung durch Interpolation ent-
sprechend der Medianberechnung:

Q1 = 11.5 +
1/4 ∗ 100− 15

14
∗ 3 = 11.5 + 2.1 = 13.6

Q3 = 23.5 +
3/4 ∗ 100− 69

19
∗ 3 = 23.5 + 0.9 = 24.4

Q = Q3 −Q1 = 24.4− 13.6 = 10.8

Qm =
Q3 −Q1

2
=

10.8

2
= 5.4
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Variationsbreite/Spannweite (range)

Skalenniveau: metrisch

Definition: Die VariationsbreiteR beschreibt die Differenz zwischen der
größten (xmax) und der kleinsten (xmin) Auspr̈agung eines Merk-
mals.

Berechnung:

R = xmax − xmin

Bemerkung: Die Variationsbreite ist ein sehr einfaches Streuungsmaß, das die
Verteilung eines Merkmals (z.B. im Gegensatz zum Quartilab-
stand) lediglich durch die zwei extremsten Merkmalsausprägun-
gen beschreibt. Dies ist um so ungenauer, je untypischer diese Ex-
tremwerte f̈ur die Merkmalsverteilung sind. Die Variationsbrei-
te wird deswegen weniger zur Beschreibung von Verteilungsei-
genschaften eingesetzt als vielmehr zur Kontrolle, ob die Varia-
blenwerte in einem erwarteten Bereich liegen (z.B. Kontrolle auf
Eingabe- bzw. Kodierungsfehler).

Beispiel: Die Variationsbreite f̈ur die Sympathieskalometerfrage bezüglich
der CDU ergibt sich zu

R = +5− (−5) = 10,

da alle zur Auswahl stehenden Skalenpunkte von den Befragten
auch angekreuzt wurden.
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Durchschnittliche Abweichung (average deviation)

Skalenniveau: metrisch

Definition: Die durchschnittliche AbweichungAD wird gemessen als die
Summe der Absolutbeträge aller Abweichungen der Meßwerte
vom arithmetischen Mittel, dividiert durch die Gesamtzahl aller
Untersuchungseinheiten.

Berechnung:

AD =
1

n

n∑
i=1

|xi − x̄| = 1

n

∑̀
k=1

fi|xi − x̄|

Bemerkung: Bei der Berechnung der durchschnittlichen Abweichung geht je-
der Variablenwert mit dem gleichen Gewicht ein. Die Maßein-
heit der durchschnittlichen Abweichung ist dabei mit derjenigen
der Variablenwerte identisch.AD wird zugunsten der Standard-
abweichungs (siehe Folgeseite) in der Praxis kaum noch verwen-
det.

Beispiel: Die durchschnittliche Abweichung beträgt für die CDU-
Sympathie (mit dem Mittelwert̄x = 0.968):

AD = 2.39
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Varianz (variance)/ Standardabweichung (standard deviation)

Skalenniveau: metrisch

Definition: Die Varianzs2 einer Variablen ist definiert als die Summe der
quadrierten Abweichungen der Variablenwerte von ihrem Mittel-
wert, dividiert durch die Gesamtanzahl der Variablenwerte mi-
nus 1. Die Standardabweichungs, auch mitSD bezeichnet, er-
gibt sich als Wurzel aus der Varianz.

Berechnung:

s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2 =
1

n− 1

∑̀
k=1

fi(xi − x̄)2

s =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2 =

√√√√ 1

n− 1

∑̀
k=1

fi(xi − x̄)2

Bemerkung: Im Gegensatz zur durchschnittlichen Abweichung werden zur
Berechnung der Varianz/Standardabweichung die Abweichungen
der Variablenwerte vom Mittelwert mit ihrem Quadrat gewichtet.
Dies führt dazu, daß zur Beschreibung der Streuung einer Varia-
blen dem Betrag nach größere Abweichungen stärker ber̈ucksich-
tigt werden als kleinere. Bei gleicher durchschnittlicher Abwei-
chung variiert demnach das Ergebnis für die Varianz je nach dem
Anteil von Variablenwerten mit großen Abweichungen vom Mit-
telwert. Varianz und Standardabweichung sind grundsätzlich als
gleichwertige Streuungsmaße anzusehen, wobei die Standardab-
weichung f̈ur die Beschreibung insofern vorzuziehen ist, da sie
die gleiche Maßeinheit besitzt wie die zugrundeliegenden Varia-
blenwerte.

Beispiel: Die Varianz bzw. Standardabweichung für die CDU-Sympathie
ergibt sich bei einem Mittelwert von̄x = 0.968 wie folgt (Zahlen
sind gerundet):

s2 = 8.389

s = 2.896

Bei der Berechnungsformel für s2 finden im Nenner sowohln−1 als auch — wie
vielleicht erwartet —n Verwendung, wobei der Unterschied im Ergebnis lediglich
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bei kleinen Stichproben ins Gewicht fällt (sei σ̂2 erwartungstreuer (unverzerrter)
Scḧatzer f̈ur die Varianz; vgl. S. 63):

σ̂2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2 | · n
n

=
n

n− 1
· 1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2

︸ ︷︷ ︸
=s2 mit n statt n−1

=
n

n− 1
s2

Die Gründe f̈ur die unterschiedlichen Berechnungsformeln liegen in inferenzsta-
tistischen Betrachtungen, d.h. derÜbertragung von Ergebnissen aus einer Stich-
probe auf die Grundgesamtheit, und hängen mit dem Begriff derErwartungs-
treuezusammen. Wird inferenzstatistisch nicht von einer einzigen sondern von
einer Vielzahl von Zufallsstichproben ausgegangen, die (hypothetisch) aus einer
Grundgesamtheit gezogen werden, so läßt sich der Stichprobenmittelwert als eine
ZufallsvariableX̄ auffassen, deren ErwartungswertE(X̄) = µ ist (vgl. Kapitel 4),
d.h. die Mittelwerte der Stichproben verteilen sich “gleichmäßig” um den wahren
Mittelwert µ der Grundgesamtheit,̄X ist erwartungstreu. Diese Eigenschaft ist
auch f̈ur den Erwartungswert der Zufallsvariablen für die Stichprobenvarianzs2

wünschenswert. Die Herleitung des Erwartungswertes führt aber zu dem Ergebnis

E(s2) =
n− 1

n
σ2

d.h. der Erwartungswert ist in Abhängigkeit von der Stichprobengrößen verzerrt.
Erst die Verwendung vonn − 1 anstattn in der Berechnungsformel führt zu der
Erwartungstreue für die Varianz:

E(σ̂2) = E(
n

n− 1
s2)

=
n

n− 1
E(s2)

=
n

n− 1
· n− 1

n
σ2

= σ2
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3.4 Kennzahlen f̈ur den Test einer Häufigkeitsver-
teilung auf Normalverteilung

Für die Charakterisierung einer Variablen ist ebenfalls die Frage von Bedeu-
tung, inwieweit sich die empirische Häufigkeitsverteilung der Normalverteilung
ann̈ahert.

Definition: (nach [Kreyszig 1979, S. 126ff])
Eine stetige Verteilung mit der Wahrscheinlichkeitsdichte

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

1
2
(x−µ

σ
)2

heißt Gauß-Verteilungoder Normalverteilungund wird gra-
phisch durch die sogenannteGlockenkurvebeschrieben.

-ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppp

µ− σ

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

µ
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Abb. 3.2: Normalverteilung

Interpretation: Die Fläche unter der Kurve gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit
der sich ein Wert der Zufallsvariablen in einem gegebenem In-
tervall befindet. Die Gesamtfläche ist gleich 1.

Die herausragende Bedeutung der Normalverteilung und den aus ihr abgeleiteten
Wahrscheinlichkeitsverteilungen (z.B.χ2-, F -, t-Verteilung) ergibt sich aus der
Rolle, die sie bei der Durchführung inferenzstatistischer Schlüsse, d.h. der̈Ubert-
ragung von Ergebnissen aus der Stichprobe auf die Grundgesamtheit, spielen.
Grundlage hierf̈ur ist derzentrale Grenzwertsatz, dessen wesentliche Aussagen
wie folgt zusammengefaßt werden können (nach [Patzelt 1985, S. 196–197])2:

2Für die genaue Definition siehe auch [Kreyszig 1979, S. 201].
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1. Werdenm Zufallsstichproben der Größen aus einer Grundgesamtheit ge-
zogen, deren interessierendes Merkmal metrisch skaliert und durch einen
Mittelwert µ und eine Varianzσ2 beschreibbar ist, und werden die arith-
metischen Mittel̄xi (i = 1, . . . ,m) derm Zufallsstichproben berechnet, so
nähert sich dieHäufigkeitsverteilung der Mittelwertēxi einerNormalvertei-
lungan, und zwar v̈ollig unabḧangig davon, welche Verteilung das Merkmal
selbst hat.

2. Die Verteilung der Stichprobenmittelwertex̄i nähert sich um so stärker einer
Normalverteilung an, je größer der Stichprobenumfangn ist.

3. Der Mittelwert dieser angenäherten Normalverteilung der Stichprobenmit-
telwertex̄i ist genau der Mittelwertµ des in der Grundgesamtheit interes-
sierenden Merkmals.

4. Die Varianz der angenäherten Normalverteilung der Stichprobenmittelwer-

te x̄i ist
σ2

n
. Ihre Wurzel

σ√
n

wird Standardfehler(standard error,SE) ge-

nannt, da sie wie eine Standardabweichung die Streuung der Stichproben-
mittelwertex̄i um den Grundgesamtheitsmittelwertµ ausdr̈uckt.

Dies hat f̈ur die Inferenzstatistik folgende Konsequenzen:

1. Das Ausmaß der Annäherung der Stichprobenmittelwerte hängt ausschließ-
lich vom Stichprobenumfangn ab, wobei der Unterschied abn = 30 ver-
nachl̈assigbar ist.

2. Mit wachsendemn wird die Streuung der Mittelwerte umµ immer geringer

(sx̄i
=

σ√
n

).

3. Da diex̄i praktisch normalverteilt sind, kann angegeben werden, mit wel-
cher Wahrscheinlichkeitµ in welchem Intervall umeinenStichprobenmit-
telwert x̄i liegt, d.h. es gen̈ugt ein einziger Mittelwert aus einer Stichprobe
mit n ≥ 30, um eine solche Schätzung vorzunehmen:

P (x̄− k
σ√
n
≤ µ ≤ x̄ + k

σ√
n

) = 1− α

mit:
k : Intervallgrenzen
α : Irrtumswahrscheinlichkeit

Analoges gilt f̈ur die Scḧatzung vonσ2 aus einer einzigen Stichprobenvari-
anzs2.
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Die konkrete Durchf̈uhrung eines inferenzstatistischen Schlusses auf der Basis
einer einzigen Stichprobe ist somit auch davon abhängig, ob die Ausgangsvaria-
ble(n) einer Normalverteilung oder einer ihr verwandten Wahrscheinlichkeitsver-
teilung gen̈ugt. Nach dem Gauß’schen Fehlerverteilungstest lassen sich folgende
Bedingungen f̈ur die Annahme einer Normalverteilung als Modell einer Häufig-
keitsverteilung annehmen:

• Viele zuf̈allige Faktoren wirken unabhängig voneinander und additiv auf
das fragliche Merkmal.

• Der Einfluß jedes einzelnen Faktors ist dabei relativ gering.

• Versẗarkende und abschwächende Effekte sind in etwa gleich wahrschein-
lich.

Während f̈ur eine Reihe von Variablen, wie zum Beispiel die Körpergr̈oße oder
das Gewicht, bekannt ist, daß sie normalverteilt bzw. annähernd normalverteilt
sind, gibt es f̈ur die Überpr̈ufung einer Variablen auf Normalverteilung weitere
Kennzahlen, die nachfolgend behandelt werden.
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Schiefe (Skewness)

Skalenniveau: metrisch

Definition: Bei der Schiefeγ1 (= 3. Moment einer Verteilung) wird̈uber-
prüft, ob eine eingipflige Verteilung gemessen an der Normalver-
teilungskurve nach rechts oder nach links verzogen ist.

Berechnung:

γ1 =

1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)3

s3

Beispiele: Abbildung 3.3 zeigt die unterschiedlichen Verteilungstypen, die
sich aus den Werten für γ1 erkennen lassen.

Die Schiefe f̈ur die Verteilung der CDU-Sympathie beträgtγ1 =
−0.449, sie ist linksschief und rechtssteil (vgl. den Graphen in
der Zusammenfassung auf Seite 46).
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Abb. 3.3: Graphische Bedeutung der Schiefe
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Exzeß, Wölbung (Kurtosis)

Skalenniveau: metrisch

Definition: Bei der Wölbungγ2 (= 4. Moment einer Verteilung) wird̈uber-
prüft, ob eine eingipflige Verteilung gemessen an der Normalver-
teilungskurve flacher oder steiler ist.

Berechnung:

γ2 =

1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)4

s4

Bemerkung: Beim Vorliegen einer Normalverteilung hatγ2 den Wert 3. Des-
halb wird meist

γ′2 = γ2 − 3

verwendet.

Beispiele: Die Verteilungstypen, die sich aus den Werten für γ2 erkennen
lassen, sind in Abbildung 3.4 dargestellt.

Der Graph zur CDU-Sympathieverteilung (s. S. 46) ist mit einem
Wert vonγ2 = −0.793 flach geẅolbt gegen̈uber der Normalver-
teilung.
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γ′2 = 0

6

-ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
steile Wölbung
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Abb. 3.4: Graphische Bedeutung der Wölbung
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3.5 Zusammenfassung

Maßzahlen zur Beschreibung von Ḧaufigkeitsverteilungen
absolute Ḧaufigkeit fk, (k = 1, . . . , l)

relative Ḧaufigkeit hk =
fk

n

kumulierte Ḧaufigkeit ct =
1
n

t∑
k=1

fk =
t∑

k=1

hk, 1 ≤ t ≤ l

Kennzahl Skalenniveau3 Berechnung
qual. metr.
n o i r

Kennzahlen für die “zentrale Tendenz” einer Variablen
Modus + + + +

Median - + + + x̃ =


xi, i =

n + 1
2

falls n ungerade
xn/2 + x(n/2)+1

2
falls n gerade

Mittelwert - - + + x̄ =
1
n

n∑
i=1

xi =
1
n

∑̀
k=1

fixi

Kennzahlen für die Streuung einer Variablen

Entropie + + + + H =
k∑

i=1,hi 6=0

hi lb
1
hi

Quartilabstand - + + + Q = Q3 −Q1 bzw. Qm =
Q3 −Q1

2
Variationsbreite - - + + R = xmax − xmin

Durchschnittliche
Abweichung

- - + + AD =
1
n

n∑
i=1

|xi − x̄|

Varianz - - + + s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2

Standardabweichung - - + + s =

√√√√ 1
n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2

Kennzahlen für den Test einer Häufigkeitsverteilung

Schiefe - - + + γ1 =
1
s3
· 1
n

n∑
i=1

(xi − x̄)3

Kurtosis - - + + γ2 =
1
s4
· 1
n

n∑
i=1

(xi − x̄)4

3qual. = qualitativ, metr. = metrisch; n = nominal, o = ordinal, i = intervall, r = ratio
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Anhand der Ḧaufigkeitsverteilungen zweier Variablen sollen die spezifischen Ei-
genschaften der beschriebenen Kennzahlen vergleichend diskutiert werden.

Dazu werden zus̈atzlich zu der bereits auf Seite 24 vorgestellten Frage nach
der Sympathie f̈ur die CDU die Ḧaufigkeiten der Sympathieskalometerfrage für
Strauß betrachtet.

V229 SKALOMETER: F J STRAUSS
Valid Cum

Value Label Value Frequency Percent Percent Percent
-5 63 12.6 12.7 12.7
-4 25 5.0 5.0 17.7
-3 38 7.6 7.6 25.3
-2 20 4.0 4.0 29.3
-1 25 5.0 5.0 34.3

0 46 9.2 9.2 43.6
1 67 13.4 13.5 57.0
2 54 10.8 10.8 67.9
3 57 11.4 11.4 79.3
4 56 11.2 11.2 90.6
5 47 9.4 9.4 100.0
. 2 .4 Missing

------- ------- -------
Total 500 100.0 100.0

Mean .424 Std err .145 Median 1.000
Mode 1.000 Std dev 3.234 Variance 10.462
Kurtosis -1.107 S E Kurt .218 Skewness -.348
S E Skew .109 Range 10.000 Minimum -5.000
Maximum 5.000 Sum 211.000

Die graphische Darstellung (in Abbildung 3.5) macht die unterschiedliche Ver-
teilung der Merkmalstr̈ager auf die einzelnen Skalenpunkte deutlich: Die stark
polarisierte Meinung̈uber Strauß in der̈Offentlichkeit führt auch zu einer zwei-
gipfligen Verteilung, ẅahrend die Sympathie für die CDU eine “normale” Ḧaufig-
keitsverteilung mit einem Maximum zeigt.

Inwiefern spiegeln sich die Differenzen zwischen den empirischen Verteilungen
in den zur Verf̈ugung stehenden univariaten Kennzahlen wider? Beschreiben die-
se das Befragungsergebnis in adäquater Art und Weise, oder können sie durch
Besonderheiten des Kurvenverlaufs der Stichprobenwerte verzerrt bzw. verfälscht
werden? Die nachfolgende Tabelle listet für beide Variablen die wichtigsten Kenn-
werte auf.
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Abb. 3.5: Gegen̈uberstellung: Sympathie CDU – Sympathie Strauß

Kennzahl CDU Strauß
Modus h 4 1
Median x̃ 2 1
Mittelwert x̄ 0.968 0.424
Quartilabstand Q 4 6
Varianz s2 8.389 10.462
Standardabweichung s 2.896 3.234
Schiefe γ1 −0.499 −0.348
Kurtosis γ2 −0.793 −1.107

Die Maßzahlen zur Beschreibung der zentralen Tendenz sind vor allem bei mehr-
gipfligen Verteilungen wenig aussagekräftig. Ebenso verleitet diealleinige Be-
trachtung von Schiefe und Kurtosis bei multiplen Gipfeln zu einer falschen
Einscḧatzung (z.B.̈ahnelt die Strauß-Variable in bezug auf die Symmetrie eher
einer Normalverteilung als die CDU-Variable), da der Vergleichsmaßstab eine
eingipflige Verteilung ist.

Somit bleibt festzuhalten, daß die Reduzierung der Verteilungsinformationen
auf einen einzigen Kennwert, insbesondere bei “nicht normalen” Verteilungen,
zu falschen Schlüssen f̈uhren kann. Die Berechnung und Verwendung solcher
Kennzahlen entbindet den Anwender daher nicht von der Notwendigkeit, sich
grunds̈atzlich ein umfassendes Bild von den zugrundeliegenden empirischen Ver-
teilungen zu machen.



Kapitel 4

Grundlagen der Inferenzstatistik

4.1 Zufallsvariable, Erwartungswert, Wahrschein-
lichkeitsverteilung

Empirische Untersuchungen erfolgen in der Regel auf der Basis einer Stichpro-
be, da eine vollständige Einbeziehung der Grundgesamtheit meist nicht möglich
ist (z.B. Kosten, Zerstörung von Untersuchungsobjekten). Da andererseits die Zu-
sammenḧange in der Grundgesamtheit von eigentlichem Interesse sind,1 ergibt
sich die Notwendigkeit einesInferenzschlussesvon den Ergebnissen in der Stich-
probe auf die in der Grundgesamtheit, d.h. es ist zuüberpr̈ufen, inwieweit die be-
rechneten statistischen Kennzahlen aus der Stichprobe (Mittelwert, Varianz, . . . )
auch f̈ur die Grundgesamtheit gültig (signifikant) sind. Das Instrument für diese
Überpr̈ufung ist der sogenannte Signifikanz- oder auchHypothesentest. Daraus
abgeleitet lassen sich die unbekannten Parameter der Grundgesamtheit (Mittel-
wert (µ), Varianz (σ2), . . . ) mit Hilfe der Stichprobenparameter (Mittelwert (x̄),
Varianz (s2), . . . ) abscḧatzen, d.h. f̈ur ihre Werte k̈onnen — bei Angabe einer Irr-
tumswahrscheinlichkeit — Vertrauensintervalle (Konfidenzintervalle) angegeben
werden. Die wahrscheinlichkeitstheoretischen Grundlagen für die Durchf̈uhrung
von Hypothesentests und für die Berechnung von Vertrauensintervallen sollen in
diesem Kapitel erl̈autert werden.

Grunds̈atzlich besteht das Problem, Aussagenüber eine Menge von Untersu-
chungseinheiten treffen zu m̈ussen (Grundgesamtheit), von der Informationen le-

1Bei einer repr̈asentativen Bev̈olkerungsumfrage mit einer Stichprobe von ca. 2000 Untersu-
chungseinheiten (z.B. [Wahlstudie 1987]) interessieren letztendlich Aussagenüber die Gesamt-
bev̈olkerung und nichẗuber die befragten Individuen.
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diglich über eine Teilmenge (Stichprobe) vorliegen. Der Lösungsweg hierfür läßt
sich zusammenfassend wie folgt beschreiben:

1. Unter der Voraussetzung, daß es sich bei der Stichprobe um eine echte Zu-
fallsauswahl handelt, läßt sich jeder aus der Stichprobe berechnete statisti-
sche Wert (z.B.̄x, s2) als dieRealisierung einer Zufallsvariablenauffassen.

2. Mit Hilfe dieser Zufallsvariablen wird eine neue Zufallsvariable konstru-
iert (vgl. Anhang A.3), die einer bekannten, in Tabellenform vorliegenden
Wahrscheinlichkeitsverteilung(Prüfverteilung) entspricht (z.B. Normalver-
teilung,χ2-Verteilung).

3. Mit Hilfe der Stichprobe l̈aßt sich f̈ur diese konstruierte Zufallsvariable eine
einzelne Realisierung berechnen. Die Position dieses “empirischen” Wer-
tes innerhalb der bekannten Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsva-
riablen erlaubt dann Aussagen darüber, ob der berechnete Wert auch für
die Grundgesamtheit signifikant ist oder ob das Ergebnis im Bereich von
Zufallsschwankungen liegt bzw. in welchem Intervall um den zu testenden
Stichprobenparameter der wahre Wert der Grundgesamtheit liegt.

Stichprobenwerte

1. Stichprobe x11, x12, . . . , x1n =⇒ x̄1 =
1

n

n∑
i=1

xi 1. Scḧatzwert f̈ur
µ

...
...

...
...

...

m. Stichprobe xm1, xm2, . . . , xmn =⇒ x̄m =
1

n

n∑
i=1

xi m. Scḧatzwert f̈ur
µ

Zufallsvariablen X1, X2, . . . , Xn =⇒ X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi

Die Tabelle erl̈autert die Betrachtung von Stichprobenwerten als Realisierung von
Zufallsvariablen. Dabei wird davon ausgegangen, daß aus der Grundgesamtheit
nicht nur eine sondern (hypothetisch)m Stichproben der Größen gezogen wer-
den. Der zu testende Stichprobenparameter sei dabei der Stichprobenmittelwert.

In reinen Zufallsstichproben aus einer Grundgesamtheit gilt für die einer Reali-
sierung zugeordneten Zufallsvariablen:

E(Xi) = µ

Für den Erwartungswert der Stichprobenmittelwerte gilt dann:

E(X̄) = µ
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Damit ist der Stichprobenmittelwert in reinen Zufallsstichproben eineerwar-
tungstreue(d.h. unverzerrte) Schätzung des Mittelwerts der Grundgesamtheit.

Herleitung:

E(X̄) = E(
1

n

n∑
i=1

Xi)

=
1

n
E(

n∑
i=1

Xi)

=
1

n

n∑
i=1

E(Xi)

=
1

n

n∑
i=1

µ

=
1

n
nµ

= µ

Für die Beurteilung der G̈ute einer Scḧatzfunktion f̈ur den “wahren” Parameter in

einer Grundgesamtheit (hier:x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi) reicht die Erwartungstreue allein nicht

aus. Vielmehr ist weiterhin gefordert, daß die Schätzwerte nahe bei dem wahren
Wert liegen, d.h. daß auch die Varianz der Stichprobenmittelwerte klein ist. Für
identisch und unabḧangig verteilte ZufallsvariablenXi mit dem Erwartungswert
µ und der Varianzσ2 gilt f ür die Varianz des Stichprobenmittelwertes:

E([X̄ − µ]2) = V (x̄) =
σ2

n
Herleitung:

V (x̄) = V (
1

n

n∑
i=1

xi)

=
1

n2
V (

n∑
i=1

xi)

=
1

n2

n∑
i=1

V (xi)

=
1

n2

n∑
i=1

σ2

=
1

n2
nσ2

=
σ2

n
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Daraus folgt f̈ur den Standardfehler, d.h. für die durchschnittliche Abweichung
eines Stichprobenmittelwertes vom wahren Mittelwert:

SE(x̄) =
σ√
n

Weiterhin gilt nach dem zentralen Grenzwertsatz, daß die Stichprobenmittelwerte
bei unabḧangigen Stichproben gemäß der Normalverteilung streuen.

4.2 Die Durchführung von Hypothesentests

Die Überpr̈ufung auf Signifikanz eines Stichprobenparameters für die Grundge-
samtheit erfolgt durch die Anwendung eines Hypothesentests. Am Beispiel der
Überpr̈ufung des Stichprobenmittelwertes wird im folgenden das Prinzip eines
Hypothesentests erläutert.

Frage: Ist der empirische Stichprobenmittelwertx̄ auch f̈ur die Grundgesamtheit
signifikant, oder liegt das Ergebnis im Bereich der Zufallsschwankungen?

1. Schritt: Hypothesenformulierung

H0 : µ = 0 (Nullhypothese)
d.h. der Stichprobenmittelwert̄x liegt im Bereich der Zufallsschwan-
kungen (keine Signifikanz).

HA : µ 6= 0 (Alternativhypothese)
d.h. der Stichprobenmittelwert ist signifikant für die Grundgesamt-
heit.

Ziel des Hypothesentests ist es, die Nullhypothese zu widerlegen.

2. Schritt: Bestimmung der Prüfverteilung

Nach dem zentralen Grenzwertsatz verteilen sich die Stichprobenmit-
telwerte bei unabḧangigen Stichproben gemäß der Normalverteilung.
Standardisierung der Zufallsvariablen̄X mit dem wahren Mittelwert
µ und dem wahren StandardfehlerSE(X̄) führt zu der standardnor-
malverteilten Zufallsvariable

X̃ =
X̄ − µ

σ√
n

mit dem Mittelwert 0 und der Varianz 1. Die Existenz einer bekann-
ten Verteilung f̈ur eine Zufallsvariable (hier: Stichprobenmittelwerte)
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erlaubt den Hypothesentest auf der Basis lediglich einer Realisierung
der Zufallsvariablen. F̈ur die Pr̈ufung anderer Stichprobenparameter
lassen sich Zufallsvariablen konstruieren, die anderen charakteristi-
schen Verteilungen entsprechen (z.B.χ2-Verteilung,t-Verteilung,F -
Verteilung).

3. Schritt: Bestimmung des Freiheitsgradsdf

Im allgemeinen ḧangt der Kurvenverlauf einer Prüfverteilung von
dem sogenannten Freiheitsgrad (df=degrees of freedom) ab. In die-
sem Beispiel giltdf = n, da bei der f̈ur die Mittelwertbildung not-
wendigen Summation dern Stichprobenwerte keinxi festgelegt ist.
Im Gegensatz dazu verringert sich beispielsweise der Freiheitsgrad

bei der Variationsberechnung
n∑

i=1

(xi − x̄)2 um 1, da das bereits be-

kannte, sich aus allenxi (i = 1, . . . , n) ergebendēx mitverwendet
wird und somit mindestenseinxi festgelegt ist. Der Freiheitsgrad bei
der Varianzberechnung beträgt daher nur nochn−1 (vgl. Kapitel 3.3).

4. Schritt: Bestimmung des Signifikanzniveausα

Die Existenz einer charakteristischen Verteilung für eine Zufallsvaria-
ble erlaubt es, innerhalb einer gewissen Fehlergrenze Schlüsseüber
die Grundgesamtheit auf der Basis lediglich einer Stichprobe zu zie-
hen. Die Festlegung dieser Fehlergrenze — oder auch Signifikanzni-
veau —α muß von dem Anwender vorgenommen werden und be-
zeichnet die Wahrscheinlichkeit dafür, daßH0 fälschlicherweise ver-
worfen wird (Fehler 1.Art). Mit welcher Fehlerwahrscheinlichkeit ist
ein Anwender also bereit zu akzeptieren, daß er sich bei der Annahme
der Signifikanz des Stichprobenmittelwertes für die Grundgesamtheit
irrt (z.B. α = 0.05 (5%)). Um Testverf̈alschungen zu vermeiden, soll-
te der Schritt 4 bereits vor Kenntnis der Daten durchgeführt werden.

5. Schritt: Ermittlung des theoretischen Verteilungswertesk und Berechnung des
empirischen Verteilungswertes̃Xemp

Die Normalverteilung liegt tabelliert vor, so daß in Abhängigkeit vom
Freiheitsgrad und dem gewählten Signifikanzniveau der “kritische”
Wertk ermittelt werden kann:
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1− α k

0.6827 1
0.95 1.96
0.9545 2
0.99 2.58
0.9973 3
0.999 3.3

Für die Berechnung des empirischen VerteilungswertesX̃emp aus
X̄ − µ

σ√
n

wird der Standardfehler
s√
n

mit dem Scḧatzwerts für die

Standardabweichungσ in der Grundgesamtheit verwendet.2

2Damit entsprichtX̃ strenggenommen nicht mehr einer Normalverteilung sondern einert-
Verteilung mit(n − 1) Freiheitsgraden, d.h. es wird ein Hypothesentest für µ = 0 auf der Basis
einer t-Verteilung durchgef̈uhrt (vgl. t-Test in Abschnitt 5.4.5). Diese Unterscheidung ist aber
lediglich für kleine Stichproben von Bedeutung, da diet-Verteilung sich f̈ur großen der Normal-
verteilung ann̈ahert.
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6. Schritt: Entscheidung̈uber die Ablehnung vonH0

Aufgrund der bekannten Eigenschaften der Standardnormalverteilung
gilt folgende Beziehung für den Stichprobenmittelwert:

P (−k ≤ X̄ − µ
σ√
n

≤ k) = P (−k ≤ X̃emp ≤ k) = 1− α

−k ≤ X̃emp ≤ k : Der Stichprobenmittelwert̃Xemp befindet sich
in dem geẅahlten Vertrauensbereich (1 − α),
d.h. die Informationen reichen nicht aus, um
die Nullhypothese zu verwerfen.

|X̃emp| > k : Der Stichprobenmittelwert̃Xemp befindet sich
im Bereich der geẅahlten Irrtumswahrschein-
lichkeit, d.h. es besteht nur noch eine Wahr-
scheinlichkeit von α, daß der X̃emp-Wert
größer als der Prüfwert ist und somitH0 fälsch-
licherweise verworfen wird. (Nicht: HA wird
angenommen.)

Beispiel: Die beiden Sympathieskalometervariablen für die CDU bzw. Strauß aus
dem vorhergehenden Kapitel ergeben in der Berechnung des empiri-
schen Stichprobenmittelwertes̃Xemp:

X̃emp =
X̄ − µ

σ√
n

=
X̄ − 0

s√
n

X̃CDU
emp =

0.968
2.896√

500

= 7.474

X̃Strauss
emp =

0.424
3.234√

500

= 2.932

Wird ein Signifikanzniveau vonα = 5% angenommen, so liegt der
kritische Tabellenwertk bei 1.96 (1 − α = 0.95), d.h. die berechneten
Werte befinden sich beide außerhalb des Vertrauensbereichs vonH0

und sind somit auf diesem Niveau signifikant. Ein Signifikanzniveau
von α = 0.1% (1 − α = 0.999) dagegen ẅurde zu einem kritischen
Wert k von 3.3 führen mit der Konsequenz, daß̃XStrauss

emp dann nicht
mehr signifikant ẅare. Die aus der unterschiedlichen Homogenität der
beiden Variablen resultierenden Unterschiede für die Berechnung von
X̃emp wirken sich somit auch auf die Signifikanz aus.
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Aus der Berechnungsformel für X̃emp ergibt sich ebenso eine
Abhängigkeit der Signifikanz von der Stichprobengrößen. So f̈uhrt ei-
ne Berechnung auf der Basis vonn = 1534 zu X̃CDU

emp = 16.29 bzw.
X̃Strauss

emp = 5.95 und damit zu einer Signifikanz auf höherem Niveau.

4.3 Die Berechnung von Konfidenzintervallen

Für den Stichprobenmittelwert als standardnormalverteilte Zufallsvariable gilt:

P (−k ≤ x̄− µ
σ√
n

≤ k) = 1− α

Erläuterung: Die Wahrscheinlichkeit, daß der Wert der Zufallsvariablen sich
zwischen den durchk und−k definierten Intervallgrenzen befin-
det, betr̈agt1− α.

Die Intervallgr̈oße und ihre jeweils zugehörigen Vertrauens- (Konfidenz-) Wahr-
scheinlichkeiten liegen dabei tabelliert vor (z.B. in [Kreyszig 1979, S. 423–424]).

Bemerkung: Während1 − α die Vertrauenswahrscheinlichkeit festlegt, be-
zeichnetα die Irrtumswahrscheinlichkeit (oder auch Signifikanz-
niveau), d.h. den Fehler, den ein Anwender bei gewählten Inter-
vallgrenzen bereit ist zu akzeptieren (z.B.α = 0.05 (5%)).

Mit Hilfe einiger Umformungen l̈aßt sich das Konfidenzintervall für den Mittel-
wert der Grundgesamtheitµ bestimmen:

P (−k ≤ x̄− µ
σ√
n

≤ k) = 1− α

P (−k
σ√
n
≤ x̄− µ ≤ k

σ√
n

) = 1− α

P (−x̄− k
σ√
n
≤ −µ ≤ −x̄ + k

σ√
n

) = 1− α

P (x̄ + k
σ√
n
≥ µ ≥ x̄− k

σ√
n

) = 1− α

P (x̄− k
σ√
n
≤ µ ≤ x̄ + k

σ√
n

) = 1− α
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Damit liegtµ im Intervall

[x̄− dx̄, x̄ + dx̄], mit dx̄ = k
σ√
n

= k SE(x̄)

Das heißt, daß sich bei bekannter Varianz der Grundgesamtheit (bzw. bei Ver-
wendung einer Stichprobenvarianz (z.B. aus einem Vortest) als Schätzwert),
gewünschter Genauigkeit und akzeptierter Irrtumswahrscheinlichkeit ein benötig-
ter Stichprobenumfang exakt vorausberechnen läßt.

Beispiel: Bei einer angenomenen Irrtumswahrscheinlichkeit von5% (−→ k =
1.96) ergeben sich bezüglich der beiden Sympathieskalometervariablen
folgende Werte f̈ur dx̄:

dCDU
x̄ = 1.96 ∗ 2.846√

500
= 0.25

dStrauss
x̄ = 1.96 ∗ 3.234√

500
= 0.28

Wie erwartet, ergibt sich für die CDU-Sympathie aufgrund der größe-
ren Homogeniẗat ein geringerer Wert, d.h. das resultierende Vertrau-
ensintervall um den wahren Mittelwert der Grundgesamtheit ist kleiner
(0.5) als das f̈ur die Strauß-Sympathie (0.56).

Die — hier nachtr̈aglich durchgef̈uhrten — Berechnungen für die not-
wendigen Stichprobenumfänge (k = 1.96, σ = 2.896/3.234) ergeben
bei einer ḧoheren Genauigkeit (z.B.dx̄ = 0.2):

n = (k
σ

dx̄

)2

nCDU = (1.96 ∗ 2.896

0.2
)2 ≈ 806

nStrauss = (1.96 ∗ 3.234

0.2
)2 ≈ 1005

Die geẅunschte Verkleinerung des Vertrauensintervalls hätte also eine
erheblich Erḧohung des Stichprobenumfanges notwendig gemacht.
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4.4 Parameterscḧatzungen aus geschichteten Stich-
proben

4.4.1 Scḧatzung des Mittelwerts

Der Standardfehler der Schätzung des Mittelwerts ist von der Varianz des Merk-
mals und vom Stichprobenumfang abhängig; daher wird bei Merkmalen großer
Varianz eine große Stichprobe erforderlich, um den Mittelwert hinreichend ge-
nau zu scḧatzen. Wenn es gelingt, einSchichtungsmerkmalzu finden, das die
Grundgesamtheit in mehrere in sich bezüglich des Untersuchungsmerkmals ziem-
lich homogene, aber untereinander sehr verschiedene Schichten (strata) zerlegt,
so gen̈ugt eine kleinere Stichprobe bereits den bestehenden Genauigkeitsanfor-
derungen, und zwar um so eher, je höher das Schichtungsmerkmal mit dem Un-
tersuchungsmerkmal korreliert ist, was gleichbedeutend damit ist, daß sich die
Mittelwerte des Untersuchungsmerkmals in den einzelnen Schichten sehr stark
voneinander unterscheiden. Hinzu kann kommen, daß in den einzelnen Schichten
die Erhebungskosten je Untersuchungseinheit unterschiedlich sind. In diesem Fall
wird versucht, den Standardfehler der Schätzung bei konstanten Kosten durch ge-
eignete Wahl schichtspezifischer Auswahlsätze zu minimieren. Folgende Schich-
tungsverfahren sind zu unterscheiden:

• Proportionale Schichtung:
Aus jeder Schicht wird ein fester Anteilfj = nj

Nj
= f in die Stichprobe

aufgenommen.

• Minimum-Varianz-Schichtung:
Aus jeder Schicht wird ein variabler Anteilfj = nj

Nj
in die Stichprobe aufge-

nommen; diefj werden so geẅahlt, daß der Standardfehler der Schätzung
minimal wird.

• Optimale Schichtung:
Aus jeder Schicht wird ein variabler Anteilfj = nj

Nj
in die Stichprobe aufge-

nommen; diefj werden so geẅahlt, daß der Standardfehler der Schätzung
bei vorgegebenen Erhebungskosten minimal wird.
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Der mittlere Fall ist ein Spezialfall des letzteren, dort sind die Erhebungskosten
schichtunabḧangig. Auch der erste Fall ist ein Spezialfall der beiden anderen: dort
sind außerdem die Varianzen schichtunabhängig. Schließlich ist auch die einfache
Zufallsauswahl ein “Spezialfall” aller komplizierteren Verfahren: dort sind auch
noch die Schichtenmittelwerte gleich (Schichtungs- und Untersuchungsmerkmal
sind nicht miteinander korreliert).

Für die weiteren Ableitungen in diesem Kapitel werden die nachstehenden Be-
zeichnungen verwendet:

Nj : Anzahl der Untersuchungseinheiten in derj-ten Schicht der Grundge-
samtheit

N : Anzahl der Untersuchungseinheiten in der Grundgesamtheit
nj : Anzahl der Untersuchungseinheiten in derj-ten Schicht der Stichpro-

be
n : Anzahl der Untersuchungseinheiten in der Stichprobe
cj : Erhebungskosten je Untersuchungseinheit in derj-ten Schicht der

Grundgesamtheit
xji : Merkmalswert deri-ten Untersuchungseinheit in derj-ten Schicht
µ : Mittelwert der Grundgesamtheit
µj : Mittelwert in derj-ten Schicht der Grundgesamtheit
µ̂, µ̂j : entsprechende Schätzwerte aus der Stichprobe
σ : Standardabweichung der Grundgesamtheit
σj, σ2

j : Standardabweichung bzw. Varianz in derj-ten Schicht der Grundge-
samtheit

E〈·〉 : Erwartungswert einer Stichprobenschätzung

Damit gilt

µ =
1

N

J∑
j=1

Njµj

µj =
1

Nj

Nj∑
i=1

xji

µ̂j =
1

nj

nj∑
i=1

xji

µ̂ =
1

N

J∑
j=1

nj∑
i=1

Nj

nj

xji

Gesucht und zu minimieren ist

E〈(µ̂− µ)2〉 = E〈[ 1

N

J∑
j=1

Nj(
1

nj

nj∑
i=1

xji)−
1

N

J∑
j=1

Njµj]
2〉
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= E〈 1

N2
[

J∑
j=1

Nj(
1

nj

nj∑
i=1

xji − µj︸ ︷︷ ︸
=Sj

)]2〉

=
1

N2
E〈[

J∑
j=1

NjSj]
2〉

=
1

N2
E〈N2

1 S2
1 + 2N1N2S1S2 + . . . + N2

JS2
J〉

wobei

E〈N2
j S2

j 〉 = N2
j E〈(µ̂j − µj)

2〉 = N2
j

σ2
j

nj

E〈NjNkSjSk〉 = NjNkE〈(µ̂j − µj)(µ̂k − µk)〉 = 0

so daß

E〈(µ̂− µ)2〉 =
1

N2
E〈

J∑
j=1

N2
j

σ2
j

nj

〉

=
J∑

j=1

N2
j σ2

j

N2nj

Für J = 1 ergibt sich speziellSE[µ̂] = σ√
n
. Von den in dieser Gleichung vorkom-

menden Termen sind dienj frei wählbar bei fixierten Kostenc =
∑J

j=1 cjnj. Es
gilt also,E〈(µ̂ − µ)2〉 in Abhängigkeit von allennj unter Beachtung der Neben-
bedingungc =

∑J
j=1 cjnj = const. zu minimieren:

H(n1, . . . , nj, . . . , nJ) =
J∑

j=1

N2
j σ2

j

N2nj

− λ(c−
J∑

j=1

cjnj)

Die zugeḧorigen Ableitungen nachnj lauten:

∂H

∂nj

=
N2

j σ2
j

N2
· −1

n2
j

+ λcj

Diese sind0 für

λn2
j = N2

j

σ2
j

N2cj

nj =
1

N
√

λ
· Njσj√

cj
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Nun gilt aber

J∑
j=1

nj =
1

N
√

λ

J∑
j=1

Njσj√
cj

= n

1

N
√

λ
=

n∑J
j=1

Njσj√
cj

so daß sich schließlich ergibt:

nj =
n∑J

j=1
Njσj√

cj

· Njσj√
cj

= n
Njσj/

√
cj∑J

j=1(Njσj/
√

cj)

Dies ist die Formel f̈ur die Teilstichprobenumfänge bei der optimalen Schätzung.
Bei schichtunabḧangigen Kosten (cj = const.) ergibt sich f̈ur die Minimum-
Varianz-Schichtung

nj = n
Njσj∑J

j=1 Njσj

und bei schichtunabhängiger Varianz (σj = const.) f̈ur die proportionale Schich-
tung

nj = n
Nj∑J

j=1 Nj
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4.4.2 Scḧatzung der Varianz

Die Varianz der Grundgesamtheit ergibt sich wieüblich aus der Summe der qua-
drierten Abweichungen der Merkmalswerte aller Untersuchungseinheiten vom
gemeinsamen Mittelwert nach Division durch die Anzahl der Untersuchungsein-
heiten der Grundgesamtheit; hier wird diese Summe lediglich Schicht für Schicht
gebildet:

σ2 =
1

N

J∑
j=1

Nj∑
i=1

(xji − µ)2

Durch die folgenden Umformungen ergibt sich

σ2 =
1

N

J∑
j=1

[
Nj∑
i=1

(xji − µj + µj − µ)2]

=
1

N

J∑
j=1

[
Nj∑
i=1

[(xji − µj) + (µj − µ)]2]

=
1

N

J∑
j=1

Nj∑
i=1

[(xji − µj)
2 + 2(xji − µj)(µj − µ) + (µj − µ)2]

=
1

N

J∑
j=1

[
Nj∑
i=1

(xji − µj)
2 + 2(µj − µ)

Nj∑
i=1

(xji − µj) + Nj(µj − µ)2]

=
1

N
[

J∑
j=1

Nj∑
i=1

(xji − µj)
2 +

J∑
j=1

Nj(µj − µ)2]

Schließlich kann die Varianz der Grundgesamtheit dargestellt werden als Sum-
me der mit den Schichtenumfängen gewichteten schichtinternen Varianzen und
der ebenfalls mit den Schichtenumfängen gewichteten quadrierten Abweichungen
der Schichtenmittelwerte vom Gesamtmittelwert. Die beiden Summanden werden
auch als “Varianz innerhalb der Schichten” und “Varianz zwischen den Schichten”
bezeichnet.

σ2 =
1

N

J∑
j=1

Njσ
2
j +

1

N

J∑
j=1

Nj(µj − µ)2

Wie bei einfachen Zufallsstichproben ist auch bei geschichteten die Varianz der
Stichprobe kein erwartungstreuer Schätzer f̈ur die Varianz der Grundgesamtheit.
Zunächst wird die Varianz der Stichprobe als durch die Stichprobenlänge divi-
dierte Summe der angemessen gewichteten quadrierten Abweichungen der Merk-
malswerte der Untersuchungseinheiten vom Stichprobenmittelwert (letzterer ist
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ein erwartungstreuer Schätzer) ermittelt:

s2 =
1

n

J∑
j=1

nj∑
i=1

Njn

Nnj

(xji − µ̂)2

=
1

N

J∑
j=1

Nj

nj

nj∑
i=1

[(xji − µ̂j) + (µ̂j − µ̂)]2

=
1

N

J∑
j=1

Nj

nj

[
nj∑
i=1

(xji − µ̂j)
2 + 2(µ̂j − µ̂)

nj∑
i=1

(xji − µ̂j) + nj(µ̂j − µ̂)2]

Dies ist aufgrund der gleichen̈Uberlegungen wie zuvor wieder die Summe aus
“Varianz innerhalb der Schichten” und “Varianz zwischen den Schichten”:

s2 =
1

N

J∑
j=1

Njs
2
j +

1

N

J∑
j=1

Nj(µ̂j − µ̂)2

Hiervon ist nun der Erwartungswert zu nehmen.

E〈s2〉 =
1

N

J∑
j=1

NjE〈s2
j〉+

1

N

J∑
j=1

NjE〈(µ̂j − µ̂)2〉

E〈s2〉 =
1

N

J∑
j=1

Nj(nj − 1)

nj

σ2
j +

1

N

J∑
j=1

NjE〈(µ̂j − µ̂)2〉

Der zweite Summand der letzten Gleichung wird umgeformt:

1

N

J∑
j=1

NjE〈(µ̂j − µ̂)2〉 =
1

N

J∑
j=1

NjE〈[(µ̂j − µj)− (µ̂− µ) + (µj − µ)]2〉

Die Summe in eckigen Klammern ist zu quadrieren, ihr Erwartungswert ist zu
bilden, und schließlich isẗuberj zu summieren. Beim Quadrieren der Summe in
eckigen Klammern entstehen drei quadratische Terme und drei gemischte Terme,
und zwar die letzteren wie folgt:

E〈 1

N

J∑
j=1

Nj(µ̂j − µj)(µ̂− µ)〉 = E〈(µ̂− µ)
1

N

J∑
j=1

Nj(µ̂j − µj)〉

= E〈(µ̂− µ)2〉

denn
1

N

J∑
j=1

Nj(µ̂j − µj) = (µ̂− µ)
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Die beiden anderen gemischten Terme verschwinden bei Erwartungswert- und
Summenbildung:

E〈 1

N

J∑
j=1

Nj(µj − µ)(µ̂− µ)〉 =

=0︷ ︸︸ ︷
E〈(µ̂− µ)〉

︷ ︸︸ ︷
1

N

J∑
j=1

Nj(µj − µ) = 0

E〈 1

N

J∑
j=1

Nj(µ̂j − µj)(µj − µ)〉 =
1

N

J∑
j=1

Nj(µj − µ)︸ ︷︷ ︸E〈(µ̂j − µj)〉︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

Zusammenfassend läßt sich der zweite Summand (s. Vorseite) nun folgenderma-
ßen schreiben:

1

N

J∑
j=1

NjE〈(µ̂j − µ̂)2〉 =
1

N

J∑
j=1

NjE〈(µ̂j − µj)
2 + (µj − µ)2 − (µ̂− µ)2〉

=
1

N

J∑
j=1

NjE〈(µ̂j − µj)
2〉+ 1

N

J∑
j=1

Nj(µj − µ)2

− E〈(µ̂− µ)2〉 1

N

J∑
j=1

Nj

=
1

N

J∑
j=1

Nj

σ2
j

nj

+
1

N

J∑
j=1

Nj(µ̂− µ)2 −
J∑

j=1

N2
j σ2

j

N2nj

Damit kann der Erwartungswert der Stichprobenvarianz notiert werden:

E〈s2〉 =
1

N
[

J∑
j=1

Nj(nj − 1)

nj

σ2
j +

J∑
j=1

Nj

σ2
j

nj

+
J∑

j=1

Nj(µ̂− µ)2]−
J∑

j=1

N2
j σ2

j

N2nj

=
1

N

J∑
j=1

Njσ
2
j +

1

N

J∑
j=1

Nj(µ̂− µ)2

︸ ︷︷ ︸
=σ2

−
J∑

j=1

N2
j σ2

j

N2nj
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Die beiden ersten Summanden der rechten Gleichungsseite ergeben zusammenσ2

(siehe Seite 60); im dritten Summanden wirdσ2
j durch seinen erwartungstreuen

Scḧatzer ersetzt:

E〈s2〉 = σ2 − 1

N2

J∑
j=1

(
N2

j

nj

· nj

nj − 1
E〈s2

j〉)

Hieraus folgt als erwartungstreue Schätzung f̈ur die Varianz in der Grundgesamt-
heit:

σ̂2 = s2 +
1

N2

J∑
j=1

N2
j

nj − 1
s2

j

Für J = 1 ergibt sich speziell:

σ̂2 = s2(1 +
1

n− 1
) = s2 n

n− 1
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Kapitel 5

Bivariate Datenanalyse

5.1 Bivariate Häufigkeitsverteilungen

Im Rahmen der bivariaten Datenanalyse wird der Zusammenhang zwischen je
zwei Variablen (= Spalten in der Datenmatrix) untersucht. Allgemein läßt sich
der BegriffZusammenhanghier im Sinne einerBeeinflussungder Merkmalswer-
te beider Variablen interpretieren, wobei es insbesondere umSẗarkeundRichtung
dieser Beeinflussung geht. Analog zur univariaten Datenanalyse bildet die empiri-
sche Ḧaufigkeitsverteilung von zwei Variablen die Grundlage für die Bestimmung
von bivariaten Zusammenhangsmaßen, die sich nach unterschiedlichen Kriterien
charakterisieren lassen:

1. Skalenniveau
Entsprechend dem zugrunde liegenden Skalenniveau der beiden untersuch-
ten Variablen wird (auch begrifflich) unterschieden zwischen:

• Kontingenzkoeffizienten (nominal)

• Assoziationskoeffizienten (ordinal)

• Korrelationskoeffizienten (metrisch)

Zus̈atzlich gibt es Zusammenhangsmaße auch für zwei Variablen mit unter-
schiedlichen Skalenniveaus (z.B. nominal/metrisch).
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2. Richtung

• symmetrisch
Das Zusammenhangsmaß bezeichnet einen allgemeinen Zusammen-
hang zwischen beiden Variablen, ohne Bevorzugung einer bestimmten
Richtung.

• asymmetrisch
Das Zusammenhangsmaß gilt nur in einer bestimmten Wirkungsrich-
tung, d.h. es gibt eine unabhängige und eine abhängige Variable.

3. Wertebereich

0 (=kein Zusammenhang) → 1 (=perfekter Zusammenhang)
−1 (=negativer Zusammenhang)→ +1 (=positiver Zusammenhang)

Grundlage f̈ur die Berechnung von Zusammenhangsmaßen für nominal- bzw.
ordinalskalierte Variablen ist dieKreuztabelle als gemeinsame Ḧaufigkeitsver-
teilung zweier Variablen:

* SPSS-Aufruf: CROSSTABS /TABLES V334 BY V202.
V334 GESCHLECHT by V202 BTW:ZWEITSTIMME

V202
Count |CDU SPD FDP Gruene NPD Sonst. Row

| 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 9 | Total
V334 --------+------+------+------+------+------+------+------+

1 | 89 | 99 | 14 | 24 | 1 | 2 | 9 | 238
maennlich | | | | | | | | 48.5

+------+------+------+------+------+------+------+
2 | 96 | 116 | 11 | 18 | | 2 | 10 | 253

weiblich | | | | | | | | 51.5
+------+------+------+------+------+------+------+

Column 185 215 25 42 1 4 19 491
Total 37.7 43.8 5.1 8.6 .2 .8 3.9 100.0

Allgemein l̈aßt sich eine Kreuztabelle wie folgt darstellen:

Variable x
x1 . . . xj . . . xc

y1 h11 . . . h1j . . . h1c h1•
...

...
...

...
...

...
...

Variable y yi hi1 . . . hij . . . hic hi•
...

...
...

...
...

...
...

yr hr1 . . . hrj . . . hrc hr•
h•1 . . . h•j . . . h•c N
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mit:

xj, yi : Merkmalsklassen der Variablen x und y
hij : Anzahl der Untersuchungseinheiten, diegleichzeitigin der Variable

x den Merkmalswertxj und in der Variable y den Merkmalswertyi

haben
hi•, h•j : Anzahl der Untersuchungseinheiten, die in der Variable y den Merk-

malswertyi bzw. in der Variable x den Merkmalswertxj haben
(Randḧaufigkeiten, Randauszählungen)

N : Anzahl der Untersuchungseinheiten
c : Anzahl der Merkmalsklassen für die Variable x (c = columns= An-

zahl der Spalten)
r : Anzahl der Merkmalsklassen für die Variable y (r = rows= Anzahl

der Zeilen)

5.2 Zusammenhangsmaße zwischen zwei nominals-
kalierten Variablen

5.2.1 Maßzahlen auf der Basis vonχ2

Die in einer Kreuztabelle dargestellte empirische Verteilung der Untersuchungs-
einheiten bez̈uglich zweier Variablen entḧalt auch den zu ermittelnden Zusam-
menhang zwischen diesen beiden Variablen. Grundlage für die Berechnung des
χ2-Maßes ist dabei die Ermittlung einer weiteren Kreuztabelle unter der Annah-
me, daß es keinen Zusammenhang gibt (Indifferenztabelle). Eine solche Indiffe-
renztabelle wird allgemein wie folgt berechnet:

Sei P (xj, yi) die Wahrscheinlichkeit dafür, daß eine Untersuchungseinheit sich
in der Kategoriexj (der Variablen x) und gleichzeitig in der Kategorieyi (der
Variablen y) befindet. Unter der Annahme, daß zwischen beiden Ereignissen kein
Zusammenhang besteht, d.h. daß beide Ereignisse unabhängig voneinander sind,
gilt:

P (xj, yi) = P (xj) P (yi)

=

r∑
i=1

hij

N
·

c∑
j=1

hij

N
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=
h•j
N
· hi•

N

=
hi•h•j
N2

Die erwartetenBesetzungen̂hij in der Indifferenztabelle ergeben sich dann aus:

ĥij = P (xj, yi)N

=
hi•h•j
N2

N

=
hi•h•j

N

Somit sind die erwarteten Zellenbesetzungen in der Indifferenztabelle das Produkt
der jeweiligen Randverteilungen, dividiert durch die Anzahl der Untersuchungs-
einheiten.

Aus obigem Beispiel resultiert danach folgende Indifferenztabelle, wobei jeweils
auf ganze Zahlen auf- bzw. abgerundet wurde:

Geschlecht Zweitstimme (BTW 1987)
CDU SPD FDP Gr̈une NPD Sonst.

männlich 90 104 12 20 0 2 9 237
weiblich 95 111 13 22 1 2 10 254

185 215 25 42 1 4 19 491
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mit:

ĥ11 =
238 ∗ 185

491
= 90, ĥ21 =

253 ∗ 185

491
= 95

ĥ12 =
238 ∗ 215

491
= 104, ĥ22 =

253 ∗ 215

491
= 111

ĥ13 =
238 ∗ 25

491
= 12, ĥ23 =

253 ∗ 25

491
= 13

ĥ14 =
238 ∗ 42

491
= 20, ĥ24 =

253 ∗ 42

491
= 22

ĥ15 =
238 ∗ 1

491
= 0, ĥ25 =

253 ∗ 1

491
= 1

ĥ16 =
238 ∗ 4

491
= 2, ĥ26 =

253 ∗ 4

491
= 2

ĥ17 =
238 ∗ 19

491
= 9, ĥ27 =

253 ∗ 19

491
= 10

Chi-Quadrat (χ2)

Skalenniveau: nominal

Definition: Der Wert vonχ2 ergibt sich dadurch, daß die (quadrierten) Diffe-
renzen zwischen den erwarteten und den empirischen Häufigkei-
ten addiert werden, d.h. Zusammenhang wird hier definiert als der
Unterschied zwischen der tatsächlich festgestellten Ḧaufigkeits-
verteilung und einer angenommenen unabhängigen Verteilung.

Berechnung:

χ2 =
c∑

j=1

r∑
i=1

(hij − ĥij)
2

ĥij

Bemerkung: Einige ung̈unstige Eigenschaften vonχ2 haben zur Entwicklung
von Varianten gef̈uhrt:

1. χ2 ist proportional abḧangig von der Anzahl der Untersu-
chungseinheiten, d.h.χ2 wächst oder verringert sich mit der
Größe der Stichprobe, auch wenn der Grad der Kontingenz
gleich bleibt.

Beispiel:
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24 16 40
16 24 40
40 40 80

=⇒ χ2 = 3.2

48 32 80
32 48 80
80 80 160

=⇒ χ2 = 6.4

=⇒ Phi-KoeffizientΦ2:

Φ2 =
χ2

N
bzw. Φ =

√
χ2

N

2. Während das Minimum vonχ2 gleich 0 ist, liegt das Ma-
ximum beiN , in Abhängigkeit von der Anzahl der Zellen,
d.h. von der Anzahl der Merkmalsausprägungen der beiden
Variablen. Hierdurch wird ein Vergleich zwischen Kreuz-
tabellen unterschiedlicher Größe erschwert. Diese Eigen-
schaft gilt ebenso für die MaßzahlΦ2, die lediglich f̈ur2×2-
Tabellen eine Obergrenze von 1 erreichen kann:

Beispiel:

20 0 20
0 20 20
20 20 40

bzw.
10 10 20
10 10 20
20 20 40

Der Zusammenhang in obigem Beispiel ist maximal, da
zwei Diagonalzellen unbesetzt sind.

Zusammen mit der zugehörigen Indifferenztabelle ergibt
sich für χ2 undΦ2:

χ2 =
(10)2 + (10)2 + (−10)2 + (−10)2

10
= 40

Φ2 =
40

40
= 1

=⇒ CramersV 2:

V 2 =
χ2

N ·min(r − 1, c− 1)

Gegen̈uberΦ2 zeichnet sichV 2 dadurch aus, daß auch für
beliebige Kreuztabellen das Maximum gleich 1 ist.
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Eine weitere,̈altere Maßzahl auf der Basis vonχ2 ist der vonPearsonentwickelte
KontingenzkoeffizientC mit

C =

√√√√ χ2

χ2 + N

Der Hauptnachteil dieses Koeffizienten liegt darin, daß er ein unter 1 liegen-
des, von der Zeilen- und Spaltenanzahl abhängiges Maximum hat, dessen kon-
kreter Wert sich jeweils nur für quadratische Kreuztabellen ermitteln läßt (vgl.
Anhang A.4):

Cmax =

√
r − 1

r

=⇒ 2× 2 : Cmax = 0.707
3× 3 : Cmax = 0.816
4× 4 : Cmax = 0.866
5× 5 : Cmax = 0.894

Für den Vergleich auch unterschiedlich großer, quadratischer Kreuztabellen ist
daher eine Korrektur vonC notwendig:

Ckorr =
C

Cmax

5.2.2 Der Signifikanztest vonχ2

Analog zu der in Kapitel 4.2 beschriebenen Vorgehensweise bei einem Hypothe-
sentest soll die Signifikanz desχ2-Wertes aus einer Stichprobe für die Grundge-
samtheiẗuberpr̈uft werden.

Frage: Ist der durch denχ2-Wert beschriebene Zusammenhang zwischen zwei
Variablen auch f̈ur die Grundgesamtheit signifikant, oder liegt das Ergeb-
nis im Bereich der Zufallsschwankungen?

1. Schritt: Hypothesenformulierung

H0 : χ2 = 0

HA : χ2 6= 0
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2. Schritt: Bestimmung der Prüfverteilung

Bei den Erl̈auterungen zur Normalverteilung und zum zentralen
Grenzwertsatz (Kapitel 3.4) wurde festgestellt, daß die Mittelwerte
von Stichproben aus einer Grundgesamtheit sich gemäß einer Stan-
dardnormalverteilung um den Mittelwert verteilen. Die Existenz ei-
ner bekannten Verteilung für eine Zufallsvariable erlaubt dann den
Hypothesentest auf der Basis lediglich einer Realisierung der Zufalls-
variablen. Analog dazu läßt sichχ2 als eine Zufallsvariable auffassen,
die ebenfalls einer charakteristischen, gleichnamigen Verteilung ent-
spricht (vgl. Anhang A.3).

3. Schritt: Bestimmung des Freiheitsgradsdf

Wie aus derχ2-Verteilung ersichtlich, ḧangt der Kurvenverlauf je-
weils von der Anzahl der Freiheitsgrade (df=degrees of freedom)
ab. Grunds̈atzlich ermittelt sich die Anzahl der Freiheitsgrade für χ2

durch die Zellenzahl in der Kreuztabelle (r × c). Da für die Berech-
nung der Ḧaufigkeiten in der Indifferenztabelle (ĥij) alle Randḧaufig-
keiten mit eingehen, verringern sich die Freiheitsgrade entsprechend:

df = (c− 1) (r − 1)

4. Schritt: Bestimmung des Signifikanzniveausα

5. Schritt: Ermittlung des theoretischen Verteilungswertesk und Berechnung des
empirischen Verteilungswertesχ2

emp

Die χ2-Verteilung liegt tabelliert vor, so daß in Abhängigkeit vom
Freiheitsgrad und dem gewählten Signifikanzniveau der “kritische”
Wert k ermittelt werden kann. Der empirische Verteilungswert be-
rechnet sich nach

χ2
emp =

c∑
j=1

r∑
i=1

(hij − ĥij)
2

ĥij

6. Schritt: Entscheidung̈uber die Ablehnung vonH0

Im Gegensatz zum Mittelwerttest mit Hilfe der Normalverteilung wer-
den Tests auf Signifikanz vonχ2 nur einseitig durchgeführt, da es kei-
ne negativen Werte für χ2 gibt. Somit gilt folgende Beziehung:

P (χ2 ≤ k) = 1− α
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χ2
emp ≤ k : Der empirischeχ2-Wert befindet sich in dem gewähl-

ten Vertrauensbereich (1 − α), d.h. die Informationen
reichen nicht aus, um die Nullhypothese zu verwerfen.

χ2
emp > k : Der empirischeχ2-Wert befindet sich im Bereich der

geẅahlten Irrtumswahrscheinlichkeit, d.h. es besteht
nur noch eine Wahrscheinlichkeit vonα, daßχ2

emp

größer als der Prüfwert ist und somitH0 fälschlicher-
weise verworfen wird.

Bemerkungen:

• Als wesentliche Voraussetzung für die Anwendung desχ2-Tests wird eine
Häufigkeit von mindestens 5 Untersuchungseinheiten in den Zellen der In-
differenztabelle genannt. Der Grund hierfür liegt darin, daß aufgrund der
Berechnungsformel für χ2 bei geringen̂hij der jeweilige Summand groß
und somit der Wert f̈ur χ2 künstlich angehoben wird. Der Grenzwert 5 ist
nicht theoretisch begründet und ebenso ein (umstrittener) Erfahrungswert
wie die Maßgabe, nach der einχ2-Test bei mehr als20% aller Zellen mit ei-
ner Ḧaufigkeit kleiner als 5 nicht mehr verwendet werden sollte. Die Anzahl
der Zellen, die diese Zahl unterschreiten, wird von SPSS gesondert ausgege-
ben (vgl. Kapitel 5.2.4). Als Maßnahmen für diesen Fall sind das (inhaltlich
begr̈undbare) Zusammenlegen von benachbarten Zellen (SPSS:RECODE)
oder die Anwendung alternativer Tests (z.B. Fisher-Test) möglich.

• Bei der Verwendung statistischer Analysesysteme (z.B. SPSS/PC+) entfällt
die Notwendigkeit, den Schwellenwertk aus Tabellen zu ermitteln; es wird
eine Irrtumswahrscheinlichkeit berechnet, die direkt mit dem vom Benutzer
festgelegten Wertα verglichen werden kann. So ergibt sich für die Kreuz-
tabelle zwischen der Zweitstimme und dem Geschlecht bei einemχ2-Wert
von 3.42377 eine Signifikanz von0.75408 (SIGNIFICANCE = 0.75408),
d.h. die berechnete Irrtumswahrscheinlichkeit liegt beiüber 75%.
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5.2.3 Das Modell der proportionalen Fehlerreduktion (PRE)

Die Grundidee dieses Modells, für das es Zusammenhangsmaße auf allen Ska-
lierungsebenen gibt, besteht darin, den Zusammenhang zwischen zwei Variablen
durch das Ausmaß zu definieren, mit dem die Vorhersage einer Variablen y auf-
grund der Kenntnis einer anderen Variablen x verbessert wird. Die berechnete
Maßzahl dr̈uckt dann aus, um wieviel sich der Fehler bei der Vorhersage ei-
ner (abḧangigen) Variablen y reduziert, wenn die Informationenüber eine (un-
abḧangige) Variable x berücksichtigt werden.

Die im folgenden am Beispiel des Zusammenhangsmaßes Lambda (λ) für zwei
nominalskalierte Variablen demonstrierte, typische Vorgehensweise bei der Be-
rechnung eines PRE(=proportional reduction of error)-Maßes ist ebenso auf Va-
riablen ḧoheren Skalenniveausübertragbar.

Lambda (λ)

Skalenniveau:nominal

Berechnung: Die Berechnung vonλ läßt sich in drei Schritte aufteilen:

1. Vorhersage von yohneBerücksichtigung der Informationen
über x und Ermittlung des VorhersagefehlersE1:

Für eine m̈oglichst gute Vorhersage, für welche Merkmals-
klasse sich eine Untersuchungseinheit entschieden hat, ist
der Modush der beste Scḧatzer, da diese Klasse die größte
Häufigkeit entḧalt. Der daraus resultierende Schätzfehler er-
gibt sich dann zu

E1 = N −max(hi•)

mit:
N : Anzahl der Untersuchungseinheiten
max(hi•) : Anzahl der Untersuchungseinheiten in der

modalen Kategorie der Zeilenvariablen y

d.h. in N − max(hi•) Fällen erweist sich die Vorhersage
als Irrtum, wenn die Modalkategorie gewählt wurde. Bezo-
gen auf eine konkrete Kreuztabelle istmax(hi•) die gr̈oßte
Randḧaufigkeit aller Merkmalsklassen von y.

2. Vorhersage von ymit Berücksichtigung der Informationen
über x und Ermittlung des VorhersagefehlersE2:
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Die zus̈atzlichen Informationen bestehen darin, daß neben
der Ḧaufigkeitsverteilung auf die Merkmalsklassen von y
auch die Verteilung bezüglich x bekannt ist. Der beste
Scḧatzer ist daher nicht der allgemeine Modus von y, son-
dern der Modus, der sich jeweils für y bezogen aufjede
Merkmalsklasse von x festlegen läßt. Der daraus resultieren-
de Scḧatzfehler ergibt sich dann zu

E2 =
c∑

j=1

(h•j −max(hij))

mit:
h•j : Anzahl der Untersuchungseinheiten derj-ten

Spalte
max(hij) : maximale Ḧaufigkeit in derj-ten Spalte

3. Berechnung einer Maßzahlλr, um wieviel bei Kenntnis von
x die Vorhersage verbessert (d.h. der Vorhersagefehler redu-
ziert) wird. Der Indexr bedeutet dabei, daß in der Kreuzta-
belle die Zeilenvariable als abhängig und die Spaltenvariable
als unabḧangig betrachtet wird:

λr =
E1 − E2

E1

=

N −max(hi•)−
c∑

j=1

(h•j −max(hij))

N −max(hi•)

=

N −max(hi•)− (N −
c∑

j=1

max(hij))

N −max(hi•)

=

c∑
j=1

max(hij)−max(hi•)

N −max(hi•)

Analog l̈aßt sich f̈ur den umgekehrten Fall, daß die Zeilen-
variable unabḧangig und die Spaltenvariable abhängig ist,λc

berechnen:

λc =

r∑
i=1

max(hij)−max(h•j)

N −max(h•j)
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Für ein symmetrisches Zusammenhangsmaßλs existiert fol-
gende kombinierte Berechnungsformel:

λs = λ

=

c∑
j=1

max(hij)−
r∑

i=1

max(hij)

2N −max(hi•)−max(h•j)

− max(hi•) + max(h•j)

2N −max(hi•)−max(h•j)

Bemerkung: Eigenschaften vonλ, λr, λc:

• λ ist ein symmetrisches Maß, währendλr undλc asymme-
trisch sind, d.h. abḧangig von der Kausalrichtung.

• Der Wertebereich liegt zwischen 0 und 1 und läßt sich als
prozentuale Reduzierungdes Vorhersagefehlers von y durch
die Kenntnis von x interpretieren (z.B.λ = 0.8=⇒ die Feh-
lerreduktion betr̈agt 80%).

λr,c = 0 : Die unabḧangige Variable leistet keinen Beitrag
zur Vorhersage der abhängigen, d.h. es gibt kei-
nen Zusammenhang.

λr,c = 1 : Die abḧangige Variable kann zu 100% durch
die unabḧangige vorausgesagt werden, d.h. es
besteht ein maximaler Zusammenhang.

Beispiel: Ausgehend von der Hypothese, daß das Geschlecht eines Befrag-
ten dessen Wahlabsicht für die Zweitstimme bei der Bundestags-
wahl beeinflußt, l̈aßt sich mit Hilfe der Kreuztabelle auf Seite 66
ein Wert f̈ur λ berechnen, der eine Hypothesenüberpr̈ufung auf-
grund der vorliegenden Daten erlaubt. Dabei wird das Geschlecht
als unabḧangige und die Wahlabsicht als abhängige Variable be-



5.2. Zusammenhangsmaße zwischen zwei nominalskalierten Variablen 77

trachtet.
E1 = N −max(hi•)

= 491− 215

= 276

E2 =
c∑

j=1

(h•j −max(hij))

= (238− 99) + (253− 116)

= 276

λ =
E1 − E2

E1

=
276− 276

276
= 0

Die Hinzunahme der Verteilung der Variable Geschlecht hat die
Vorhersage der Wahlabsicht nicht verbessert, da die Berücksich-
tigung der geschlechtsspezifischen Häufigkeitsmaxima zum glei-
chen Vorhersagefehler führt wie die Verwendung des Maximums
für die Wahlabsicht allein (vgl. auch Kapitel 5.2.4). Somit wird
die Ausgangshypothese aufgrund der vorliegenden Daten nicht
gesẗutzt.
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5.2.4 Zusammenfassung

Durch den SPSS-BefehlCROSSTABS /TABLES V334 BY V202 /STA-
TISTICS CHISQ PHI CC LAMBDAwird neben der Kreuztabelle, die auf
Seite 66 angegeben ist, eine Auswahl von statistischen Maßzahlen berechnet und
ausgegeben:

Chi-Square Value DF Significance
-------------------- ----------- ---- ------------

Pearson 3.42377 6 .75408
Likelihood Ratio 3.81210 6 .70209
Mantel-Haenszel test for .30106 1 .58322

linear association

Minimum Expected Frequency - .485
Cells with Expected Frequency < 5 - 4 OF 14 ( 28.6%)

Approximate
Statistic Value ASE1 T-value Significance

-------------------- --------- -------- ------- ------------

Phi .08350 .75408 *1
Cramer’s V .08350 .75408 *1
Contingency Coefficient .08322 .75408 *1

Lambda :
symmetric .01946 .01631 1.18018
with V334 dependent .04202 .03490 1.18018
with V202 dependent .00000 .00000

Goodman & Kruskal Tau :
with V334 dependent .00697 .00621 .75500 *2
with V202 dependent .00114 .00167 .76530 *2

*1 Pearson chi-square probability
*2 Based on chi-square approximation

Number of Missing Observations: 9

In dem Beispiel liegt f̈ur einenχ2-Wert von 3.42377 die Signifikanz bei 75%,
d.h. beim Verwerfen der Nullhypothese, daß es keinen Zusammenhang zwischen
V202 und V334 gibt, akzeptiert der Anwender eine Irrtumswahrscheinlichkeit von
75%. Die aufχ2-basierten Kennzahlen Phi, Cramer’s V sowie der Kontingenzko-
effizient weisen f̈ur die Stichprobe alle einen sehr geringen Wert aus. Da auchλ als
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PRE-Maß lediglich einen Wert von 0.01946 (=1.9%) berechnet, kann davon aus-
gegangen werden, daß die vorliegenden Daten keinen Zusammenhang zwischen
der Zweitstimmenabgabe und dem Geschlecht belegen.

Die Angabe, daß 4 von 14 Zellen der Häufigkeitstabelle auf Seite 66 eine erwarte-
tete Ḧaufigkeit kleiner 5 haben, weist daraufhin, daß der Wert für χ2 nicht korrekt
berechnet wurde. Es ẅurde sich daher in diesem Fall anbieten, die Kategorien 5
(NPD), 6 (Sonst.) und 7 (keine Angaben) bei der Zweitstimmenabgabe — ohne
wesentlichen Informationsverlust — zu einer Kategorie zusammenzufassen und
die auf dieser Basis berechneten Kennzahlen mit den vorliegenden zu vergleichen.
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5.3 Zusammenhangsmaße zwischen zwei ordinals-
kalierten Variablen

5.3.1 Das Prinzip der Paarvergleiche

Im Unterschied zu nominalskalierten Variablen besteht zwischen den Kategori-
en einer ordinalskalierten Variablen eine Rangordnung. Es können nun Verglei-
che dar̈uber angestellt werden, wie sich jeweils zwei Untersuchungseinheiten
bez̈uglich der Merkmalswerte zweier Variablen unterscheiden.

Beispiel:

Gegeben: Sei x die Meinung zu den Gewerkschaften allgemein (sehr schlecht,
. . . , sehr gut) undy der Schulabschluß des Befragten (Hauptschule
ohne Lehre, . . . , Hochschule mit Abschluß).

Frage: Wenn eine UntersuchungseinheitA einen ḧoheren (niedrigeren)
Schulabschluß hat als eine UntersuchungseinheitB, besitzt sie dann
auch eine ḧohere (niedrigere) Meinung von den Gewerkschaften, d.h.
gilt

(xA > xB ∧ yA > yB) ∨ (xA < xB ∧ yA < yB)

Die Größe des Anteils von diesen (hier:konkordanten) Paaren von Untersu-
chungseinheiten an allen möglichen Paaren wird dabei für die Beschreibung eines
Zusammenhangs zwischen zwei Variablen verwendet. Neben den obengenannten
konkordanten Paaren gibt es eine Reihe weiterer Klassen von Paaren, die sich
aus den Merkmalswerten zweier Variablen ermitteln lassen. Die bivariaten Zu-
sammenhangsmaße für ordinalskalierte Variablen beruhen letztendlich darauf, die
Häufigkeiten f̈ur die unterschiedlichen Paartypen untereinander in Beziehung zu
setzen.

Entsprechend den m̈oglichen Paarvergleichen sind insgesamt fünf Klassen von
Paaren zu unterscheiden:

Seien(xi, yi), (xj, yj) die Merkmalswerte zweier Untersuchungseinheiteni undj
(i 6= j) bez̈uglich der zwei Variablen x und y. Dann gilt:

C = {(xi, yi), (xj, yj) | (xi > xj ∧ yi > yj) ∨ (xi < xj ∧ yi < yj)}

ist die Menge allerkonkordanten Paare,
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D = {(xi, yi), (xj, yj) | (xi > xj ∧ yi < yj) ∨ (xi < xj ∧ yi > yj)}

ist die Menge allerdiskordanten Paare,

Tx = {(xi, yi), (xj, yj) | (xi = xj ∧ yi < yj) ∨ (xi = xj ∧ yi > yj)}

ist die Menge allermit gleichen x verbundenen (“tied”) Paare,

Ty = {(xi, yi), (xj, yj) | (xi > xj ∧ yi = yj) ∨ (xi < xj ∧ yi = yj)}

ist die Menge allermit gleichen y verbundenen Paareund

Txy = {(xi, yi), (xj, yj) | (xi = xj ∧ yi = yj)}

ist die Menge allergleichen Paare.

Insgesamt lassen sich ausN Untersuchungseinheiten

(
N
2

)
Paare bilden und es

gilt: (
N
2

)
=

N(N − 1)

2
= NC + ND + Nx + Ny + Nxy

mit:

NC : Anzahl der konkordanten Paare
ND : Anzahl der diskordanten Paare
Nx : Anzahl aller mit gleichen x verbundenen Paare
Ny : Anzahl aller mit gleichen y verbundenen Paare
Nxy : Anzahl aller gleichen Paare

Voraussetzung für die Berechnung von Zusammenhangsmaßen ist die Ermitt-
lung der Ḧaufigkeiten f̈ur alle beschriebenen Paartypen. Wie Abbildung 5.1
(nach [Benninghaus 1985, S. 148]) zeigt, lassen sich diese Paarhäufigkeiten di-
rekt aus einer gegebenen Kreuztabelle ermitteln, vorausgesetzt die Kategorien in
der Kreuztabelle stimmen mit der ordinalen Reihenfolge und der Richtung für
beide Variablen̈uberein.



82 Kapitel 5. Bivariate Datenanalyse

1 2 3

3 2 5

4 4 8

(
N
2

)
=

N(N − 1)

2
=

8(8− 1)

2

= 2 + 6 + 7 + 8 + 5 = 28

s s ss s s s s
T
T
T
T

b
b
bb

NC = (1)(2) = 2

s s ss s s s s
x1 x2

y1

y2

�
�
�

��
���

�
�
�
�

"
"
""

�
�
�
��

�
�
�

ND = (2)(3) = 6

s s ss s s s s�
��

D
D
D
D

�
�
�A
A
A

Nx = (1)(3) + (2)(2) = 7

s s ss s s s s
x1 x2

y1

y2

���```̀

HHH
   

 
PPP�
��

Ny = (1)(2) + (3)(2) = 8

s s ss s s s s
@@���

@@
Die Anzahl der Paare in(x1, y2) ist n(n−1)

2
=

3(3−1)
2

= 3, in (x1, y1)
1(1−1)

2
= 0 und in

(x2, y2) und (x2, y1) je 2(2−1)
2

= 1. Folglich
betr̈agtNxy = 0 + 1 + 3 + 1 = 5.

Abb. 5.1: Ermittlung von Paarhäufigkeiten aus einer Kreuztabelle

5.3.2 Die Ermittlung von Zusammenhangsmaßen auf der Ba-
sis von Paarvergleichen

Die Ermittlung der Ḧaufigkeiten f̈ur alle Klassen von Paaren (ND, NC , Nx, Ny,
Nxy) auf der Basis einer gegebenen Kreuztabelle bildet die Grundlage der biva-
riaten Zusammenhangsmaße für ordinalskalierte Variablen. Dabei unterscheiden
sich die einzelnen Kennzahlen dadurch, auf welche Art und Weise die Paarhäufig-
keiten miteinander in Beziehung gesetzt sind.
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Eine gemeinsame Eigenschaft der hier vorgestellten Zusammenhangsmaße ist ein
Wertebereich zwischen−1 und +1, der sie insbesondere von den Zusammen-
hangsmaßen für nominalskalierte Variablen unterscheidet. Die “ordinalen” Zu-
sammenhangsmaße sollten daher — wann immer möglich — den “nominalen”
vorgezogen werden, da sie einen größeren Interpretationsspielraum besitzen.

Kendalls τa, τb, τc

Skalenniveau: ordinal

Definition: Diesen Zusammenhangsmaßen liegt die Differenz zwischen der
Anzahl der konkordanten und der diskordanten Paare, jeweils be-
zogen auf eine unterschiedliche “Gesamtzahl” von Paaren, zu-
grunde.

Berechnung:

τa =
NC −ND

NC + ND + Nx + Ny + Nxy

τb =
NC −ND√

(NC + ND + Nx)(NC + ND + Ny)

τc =
NC −ND

1

2
N2m− 1

m

=
2(NC −ND)

N2
m− 1

m

mit: m = min(r, c)

Bemerkung: Die Art des Zusammenhanges wird hier allein durch den Zähler
festgelegt:

NC > ND : Ein positiver Zusammenhang liegt vor, da die
Anzahl der konkordanten Paare die der diskor-
danten Paarëuberwiegt.
=⇒ τa,b,c > 0

NC < ND : Es liegt einnegativerZusammenhang vor, da die
diskordanten Paarëuberwiegen.
=⇒ τa,b,c < 0

NC = ND : Es besteht kein Zusammenhang, da beide
Paarḧaufigkeiten gleich sind.
=⇒ τa,b,c = 0
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Die Grundlage f̈ur die Berechnung vonτa ist die Annahme, daß
gleiche Paare (Tx, Ty, Txy) keinen Einfluß auf den Zusammen-
hang haben. Ein einfaches Beispiel zeigt aber, daß sich die Exi-
stenz von gleichen Paaren durchaus auf den Wert vonτa auswirkt:

1
1

1
3

=⇒ τa =
(1 + 1 + 1)− 0

3
= 1

10
10

10
30

=⇒ τa =
(10 ∗ 10 + 10 ∗ 10 + 10 ∗ 10)− 0

300 + 0 + 0 + 0 + 135
=

300

435
= 0.69

Offensichtlich ist der Zusammenhang in beiden Kreuztabellen
maximal, er erreicht aber nur im ersten Fall, der keine gleichen
Paare entḧalt, seinen Maximalwert 1. Da ein niedriger Wert von
τa somit sowohl durch eine hohe Anzahl von verknüpften Paa-
ren als auch durch eine niedrige Differenz zwischen konkordan-
ten und diskordanten Paaren verursacht werden kann, wirdτa nur
selten verwendet1.

Für das zweite Beispiel ergibt sich folgender Wert für τb:

τb =
300− 0√

(300 + 0 + 0)(300 + 0 + 0)
=

300√
300 ∗ 300

= 1

τb kann also auch beiNxy 6= 0 sein Maximum ereichen. Dies
gilt aber nicht f̈ur beliebige, sondern lediglich für quadratische
Kreuztabellen mit symmetrischen Randhäufigkeiten, wie folgen-
des Beispiel zeigt:

10 10
10 10

10 10 20
10 10 10 10 40

=⇒ τb =
500− 0√

(500 + 0 + 0)(500 + 0 + 100)
=

500√
500 ∗ 600

1τa wird beispielsweise von SPSS/PC+ erst gar nicht angeboten.
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= 0.91

τc bezieht die minimale Spalten-/Zeilenzahlm in die Berech-
nungsformel mit ein und nimmt somit eine Korrektur vonτb vor.
Andererseits ergibt sich hierdurch wiederum eine Abhängigkeit
von m, so daß die theoretischen Maxima (+1, −1) auch beiτc

nicht immer erreicht werden können.

Von diesen dreisymmetrischenMaßzahlen hatτb die breiteste
Verwendung gefunden.

Gammaγ

Skalenniveau: ordinal

Definition: Der Assoziationskoeffizientγ ist definiert als das Verḧaltnis des
Überschusses bzw. des Defizites konkordanter Paare im Vergleich
zu diskordanten Paaren zur Gesamtheit aller konkordanten und
diskordanten Paare, d.h. Paare mit gleichenxi und/oderyi werden
als irrelevant angesehen.

Berechnung:

γ =
NC −ND

NC + ND

Bemerkung: Ebenso wie bei denτ -Zusammenhangsmaßen wird die Richtung
des Zusammenhanges hier durch den Zähler festgelegt, und es
besteht die Ordnung

|τa| ≤ |τb| ≤ |γ|,

da für den Nenner der Berechnungsvorschrift vonτb gilt:

√
(NC + ND + Nx)(NC + ND + Ny)



= NC + ND,
wennNx = 0
undNy = 0

> NC + ND,
sonst

γ liefert somit tendenziell immer ḧohere Werte als zum Beispiel
τb.
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γ ist aber auch abḧangig von der Kategorienzahl, d.h. sein Wert
kann durch das Zusammenlegen von Kategorien künstlich ange-
hoben werden, da sich in diesem Fall die Zahl der unberücksich-
tigten gleichen Paare erhöht.

Beispiel ([Benninghaus 1985, S. 163–166]):
In einer Untersuchung an einer amerikanischen Hochschule wur-
de sowohl die Einstellung (14 Skalenitems) als auch das Verhal-
ten (11 Skalenitems) gegenüber Farbigen erfragt. Bei der Berech-
nung vonγ zwischen diesen beiden Variablen konnte der Wert
von γ = 0.322 f̈ur die Originalvariablen bis aufγ = 0.929 f̈ur die
dichotomisierten Variablen gesteigert werden.

Hieraus ergeben sich folgende Konsequenzen für die Auswahl ei-
nes geeigneten Assoziationskoeffizienten:

• Verwendung vonγ bei der Berechnung auf der Basis der
Originalvariablen.

• Alternative Verwendung vonτb, falls Kategorien zusam-
mengefaßt werden (z.B. aufgrund zu geringer Zellenhäufig-
keiten).

Interpretation vonγ als PRE-Maß:

1. Vorhersage f̈ur die jeweils erste Untersuchungseinheit eines
jeden nicht verbundenen Paares: Die erste Untersuchungs-
einheit ist im Hinblick auf die abḧangige Variable gr̈oßer
als die zweite:

E1 =
NC + ND

2

2. NC > ND:
Vorhersage: Die Untersuchungseinheiten haben bezüg-
lich der abḧangigen VariablendieselbeRangordnung wie
bez̈uglich der unabḧangigen.

NC < ND:
Vorhersage: Die Untersuchungseinheiten haben bezüglich
der abḧangigen Variablen dieumgekehrteRangordnung wie
bez̈uglich der unabḧangigen.

E2 = min(NC , ND)
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3. Berechnung einer Maßzahlγ, um wieviel bei Kenntnis von
x die Vorhersage verbessert, d.h. der Vorhersagefehler redu-
ziert wird:

γ =
E1 − E2

E1

=
1
2
(NC + ND)−min(NC , ND)

1
2
(NC + ND)

=
NC + ND − 2 ·min(NC , ND)

NC + ND

NC > ND ⇒ γ =
NC + ND − 2ND

NC + ND

=
NC −ND

NC + ND

NC < ND ⇒ γ =
NC + ND − 2NC

NC + ND

=
ND −NC

NC + ND

4. Zusammengefaßt gilt: Bei Anwendung der Formel

γ =
NC −ND

NC + ND

gibt das Vorzeichen vonγ die Richtung der Assoziation an.
|γ| beschreibt die proportionale Fehlerreduktion bei der Vor-
hersage der Rangordnung der Paare.
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Somers’d

Skalenniveau: ordinal

Definition: Bei Somers’d handelt es sich um eine asymmetrische Variante
von γ, bei der f̈ur die jeweils abḧangige Variable die einseitig
verbundenen Paare mitberücksichtigt werden. Zus̈atzlich existiert
eine symmetrische Version von Somers’d.

Berechnung:

y abḧangig =⇒ dyx =
NC −ND

NC + ND + Ny

x abḧangig =⇒ dxy =
NC −ND

NC + ND + Nx

symmetrisch =⇒ ds =
NC −ND

NC + ND + 1
2
(Nx + Ny)

Bemerkung: Im Vergleich mitγ gilt

|dyx| ≤ |γ|, |dxy| ≤ |γ|, |ds| ≤ |γ|,

da sich f̈ur den Nenner der Berechnungsvorschrift von Somers’d
ableiten l̈aßt (als Beispieldyx):

NC + ND + Ny

{
= NC + ND, wennNy = 0
> NC + ND, sonst
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5.3.3 Zusammenfassung

Mit dem Aufruf CROSSTABS /TABLES V217 BY V225 /STATISTICS
BTAU CTAU GAMMA Dwurde nachfolgende Kreuztabelle erzeugt und die in
diesem Kapitel behandelten Kennwerte selektiert:

V217 SKALOMETER:CDU CSU-F D P by V225 SKALOMETER: H KOHL

V225
Count|

| Row
| -5| -4| -3| -2| -1| 0| 1| 2| 3| 4| 5|Total

V217 +----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+
-5 | 24| 2| 1| | 2| | | | | | | 29

| | | | | | | | | | | | 5.8
+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+

-4 | 4| 7| 2| 1| 2| | | | | | | 16
| | | | | | | | | | | | 3.2
+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+

-3 | 11| 6| 6| 7| 1| 2| | | | 1| | 34
| | | | | | | | | | | | 6.8
+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+

-2 | 7| 5| 7| 4| 9| 2| 2| | 2| | | 38
| | | | | | | | | | | | 7.6
+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+

-1 | 2| 2| 6| 3| 6| 6| 3| | | | 1| 29
| | | | | | | | | | | | 5.8
+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+

0 | 5| 2| 4| 10| 9| 17| 11| 3| 3| 2| 2| 68
| | | | | | | | | | | | 13.6
+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+

1 | 2| 1| 7| 6| 7| 7| 21| 8| 2| 1| | 62
| | | | | | | | | | | | 12.4
+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+

2 | 1| 1| 1| 2| 1| 4| 16| 18| 19| 2| 1| 66
| | | | | | | | | | | | 13.2
+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+

3 | | | | 1| | | 4| 16| 28| 18| 7| 74
| | | | | | | | | | | | 14.8
+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+

4 | | | | | | | | 1| 14| 23| 15| 53
| | | | | | | | | | | | 10.6
+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+

5 | | | | | | | | | 1| 4| 25| 30
| | | | | | | | | | | | 6.0
+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+

Column 56 26 34 34 37 38 57 46 69 51 51 499
Total 11.2 5.2 6.8 6.8 7.4 7.6 11.4 9.2 13.8 10.2 10.2 100.0



90 Kapitel 5. Bivariate Datenanalyse

Approximate
Statistic Value ASE1 T-value Significance

-------------------- --------- -------- ------- ------------

Kendall’s Tau-b .73174 .01777 40.66409
Kendall’s Tau-c .72278 .01777 40.66409
Gamma .79882 .01839 40.66409
Somers’ D :

symmetric .73173 .01777 40.66410
with V217 dependent .72802 .01811 40.66409
with V225 dependent .73549 .01753 40.66409

Das Beispiel zeigt f̈ur alle berechneten Kennwerte (τa wird von SPSS nicht ange-
boten) einen ann̈ahernd gleich hohen Zusammenhang zwischen der Sympathie für
Kohl und der Sympathie für die CDU/CSU/FDP-Regierung. Da das PRE-Maßγ
auf der Basis der Originaldaten berechnet wird, eignet sich der Wert von 0.79882
(=80%) am besten zur Interpretation.
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5.4 Zusammenhangsmaße zwischen zwei metri-
schen Variablen

5.4.1 Die Analyse bivariater Zusammenḧange mittels Streu-
ungsdiagrammen

Während die Basis für die Berechnung von Zusammenhangsmaßen bisher

• die kategoriale Zugeḧorigkeit (nominal), bzw.

• die Rangordnung (ordinal)

der jeweils untersuchten Variablen war, bildet bei metrischen Variablen dieGröße
der Merkmalswerte die Berechnungsgrundlage.

* SPSS-Aufruf: REGRESSION /VARIABLES V217 V225 /DEPENDENT V217
* /METHOD ENTER /SCATTERPLOT=(V217,V225).
Equation Number 1 Dependent Variable.. V217 SKALOMETER:CDU CSU-FDP
Variable(s) Entered on Step Number

1.. V225 SKALOMETER: H KOHL
Standardized Scatterplot
Across - V225 Down - V217
Out ++-----+-----+-----+-----+-----+-----++

3 + + Symbols:
| |
| | Max N

2 + +
| . .* | . 7.0
| . : ** | : 14.0

1 + + * 28.0
| . . * * *. |
| . . .. . . * * * .. |

0 + . . .. . . * : . . +
| . . .: : * : . . .. |
| . . .. . . . . |

-1 + . . .. : . . . +
| : . .. . . . |
| . . .. . |

-2 + * . . . +
| |
| |

-3 + +
Out ++-----+-----+-----+-----+-----+-----++

-3 -2 -1 0 1 2 3 Out
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Einen ersten̈Uberblicküber die Verteilung der Merkmalswerte liefert zum einen
wiederum die Kreuztabelle (vgl. Seite 66ff), wobei ratio-skalierte Variablen (z.B.
Alter) sinnvollerweise zuvor gruppiert werden, zum anderen das Streuungsdia-
gramm, d.h. die Darstellung aller Merkmalswerte als Punkte in einem durch die
Variablen aufgespannten Koordinatensystem.

Die Form der durch die Merkmalswerte dargestellten Punktwolke (vgl. Abbil-
dung 5.2 nach [Patzelt 1985, S. 81]) liefert erste Anhaltspunkteüber die Art des
vermuteten Zusammenhanges:

• linear

• kurvilinear: parabolisch, exponentiell, logarithmisch oder sinusförmig
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Abb. 5.2: Graphischer Zusammenhang von Merkmalswerten

Im weiteren Verlauf erfolgt eine Beschränkung auf die Betrachtung linearer Zu-
sammenḧange, deren Vorteil in der vergleichsweise einfachen Berechnung und In-
terpretation liegt. F̈ur die Untersuchung nichtlinearer Zusammenhänge existieren
ebenso entsprechende Verfahren bzw. es gibt in bestimmten Fällen die M̈oglich-
keit einer Transformation auf den linearen Fall. Hierauf wird im Rahmen der mul-
tiplen Regression (Kapitel 6.2) näher eingegangen.
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5.4.2 Das Modell der linearen, bivariaten Regression

Während bei der Betrachtung eines Streuungsdiagramms lediglich Vermutungen
über die Art des Zusammenhangs zwischen einer abhängigen Variablen y und
einer unabḧangigen Variablen x angestellt werden konnten, erlaubt das lineare
Regressionsmodell eine analytische Untersuchung.

Hierfür werden einige Bezeichner in ihrer Bedeutung festgelegt mit:

y : abḧangige, endogene, zu erklärende Variable = Regressand y
x : unabḧangige, exogene, erklärende Variable = Regressor x
yi, xi : i-ter Merkmalswert der abhängigen bzw. unabhängigen Variablen (i =

1, . . . , n)
ŷi : Scḧatzwerte vonyi (y-Koordinatenwerte auf der festzulegenden Gera-

de)
e : Störvariable, Residuum
ei : i-ter Sẗorvariablenwert (= vertikaler Abstand zwischen dem empiri-

schen Variablenwertyi und dem durch die Regressionsgerade geschätz-
ten Variablenwert̂yi)

b0, b1 : Regressionskoeffizienten
x̄, ȳ : Variablenmittelwerte

Zwei Aufgaben lassen sich damit für die Untersuchung formulieren:

1. Herleitung eines formalen Modells̈uber den Zusammenhang zwischen x
und y.
Im bivariaten Fall und unter der Annahme eines linearen Zusammenhanges
besteht das formale Modell aus der einfachen Geradengleichung:

y = b0 + b1x

2. Optimale Anpassung dieses Modells an die empirischen Daten.
Unter einer optimalen Anpassung wird hier das Ermitteln einer Geraden-
gleichung verstanden, die die empirischen Daten möglichst gut beschreibt,
d.h. in dem hier vorgestellten Verfahren werden letztlich die optimalen Ge-
radenparameterb0 undb1 berechnet.

Die Anwendung obiger Geradengleichung ergibt für jeden Befragten(i =
1, . . . , n):

yi = b0 + b1xi

Dies bedeutet, daß der zwischen y und x angenommene lineare Zusammenhang
für alle Untersuchungseinheiten gleichermaßen gilt wie die Regressionskoeffizi-
entenb0 undb1.
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Bemerkung: Die statistische Bestätigung eines linearen Zusammenhangs zwi-
schen der unabhängigen und der abhängigen Variablen sagt noch
nichtsüber die G̈ultigkeit einer kausalen Beziehung aus. Auch kau-
sal unsinnige Variablenkombinationen können statistisch korrelie-
ren (z.B. “Je mehr Störche in einem Gebiet nisten, umso höher ist
die Zahl der Kindergeburten.”).

Das mit der Geradengleichung formulierte deterministische Modell der bivariaten,
linearen Regression ist in den Sozialwissenschaften in der Regel unangemessen.

Allgemein wird von der Existenz eines Fehlertermsei (i = 1, . . . , n) ausgegan-
gen, in dem alle Scḧatzfehler deryi-Werte aufgrund derxi-Werte zusammengefaßt
sind. Mögliche Scḧatzfehlerursachen sind:

• Einflüsse nicht ber̈ucksichtigter Erkl̈arungsvariablen (=⇒multiple Regres-
sion)

• Meßfehler f̈ur yi

• fehlerhafte Spezifikation der funktionalen Beziehung zwischenyi undxi.

Insgesamt wirde als eine Zufallsvariable betrachtet, deren Variablenwerteei die
yi zus̈atzlich beeinflussen, deren Wirkung sich im Mittel aber aufhebt (E(e) = 0).

Die vollsẗandige Regressionsgleichung lautet daher:

yi = b0 + b1xi + ei

In diesem Zusammenhang wird auch von einemstochastischen Regressionsmo-
dell gesprochen.

Lediglich für die gescḧatzten Variablenwerte auf der Regressionsgerade gilt:

ŷi = b0 + b1xi

Dies bedeutet f̈ur den durch die Scḧatzung zu minimierenden Fehler innerhalb der
Regressionsgleichung:

ei = yi − ŷi

= yi − b0 − b1xi (i = 1, . . . , n)
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Das Minimierungskriterium wird durch dieSummation aller quadrierten Fehler-
werteei gewonnen (=⇒ Kleinstquadratscḧatzung (OrdinaryLeastSquare)):

S(e) =
n∑

i=1

e2
i

=
n∑

i=1

(yi − b0 − b1xi)
2 !

= Minimum

Die Bestimmungsgleichungen für die beiden Regressionskoeffizientenb0 und b1

ergeben sich durch L̈osen der Extremwertaufgabe für S(e):

• Partielle Ableitung vonS(e) nachb0 undb1

• Lösen der Normalengleichung

Partielle Ableitung nachb0:

δS

δb0

=
n∑

i=1

2(yi − b0 − b1xi)(−1)

Normalengleichung für b0:

0 = −
n∑

i=1

yi +
n∑

i=1

b0 +
n∑

i=1

b1xi

0 = −
n∑

i=1

yi + nb0 + b1

n∑
i=1

xi

0 = − 1

n

n∑
i=1

yi + b0 + b1
1

n

n∑
i=1

xi

Wegen
1

n

n∑
i=1

yi = ȳ bzw.
1

n

n∑
i=1

xi = x̄

folgt für b0:
b0 = ȳ − b1x̄

Partielle Ableitung nachb1:
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δS

δb1

=
n∑

i=1

2(yi − b0 − b1xi)(−xi)

= 2
n∑

i=1

(−yixi + b0xi + b1x
2
i )

Normalengleichung für b1:

0 = −
n∑

i=1

yixi + b0

n∑
i=1

xi + b1

n∑
i=1

x2
i

Einsetzen vonb0 ergibt dann:

0 = −
n∑

i=1

yixi − (ȳ − b1x̄)
n∑

i=1

xi + b1

n∑
i=1

x2
i

Nach Division durchn und Ersetzen von
1

n

n∑
i=1

xi = x̄ gilt:

0 = − 1

n

n∑
i=1

yixi + (ȳ − b1x̄)x̄ + b1
1

n

n∑
i=1

x2
i

1

n

n∑
i=1

yixi = ȳ x̄− b1x̄
2 + b1

1

n

n∑
i=1

x2
i

1

n

n∑
i=1

yixi − ȳ x̄ = b1

(
1

n

n∑
i=1

(x2
i )− x̄2

)

Somit folgt für b1:

b1 =

1

n

n∑
i=1

yixi − ȳ x̄

1

n

n∑
i=1

(x2
i )− x̄2

Unter Ber̈ucksichtigung von2

1

n

n∑
i=1

xiyi − ȳ x̄ =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ) = cov(x, y)

2Mit cov(x, y) = Kovarianz: gemeinsame Varianz der Variablen x und y (vgl. Anhang A.5).



98 Kapitel 5. Bivariate Datenanalyse

und
1

n

n∑
i=1

(x2
i )− x̄2 =

1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2 = var(x)

gilt f ür b1:

b1 =

1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2

=
cov(x, y)

var(x)

Folgerung: Die Anwendung des Kleinstquadratschätzers setzt voraus, daß die
Varianz der unabḧangigen Variablen ungleich Null ist.
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Abb. 5.3: Graphische Interpretation des bivariaten Regressionsmodells

Abbildung 5.3 (nach [Gruber 1981, S. 71]) veranschaulicht noch einmal das Prin-
zip der Kleinstquadratschätzung und die Interpretation der Koeffizienten, wobei:

b0 = Schnittpunkt der Regressionsgeraden mit dery–Achse=̂
Prognosewert f̈ur yi, falls xi = 0.

b1 = Steigungswinkel der Regressionsgeraden=̂
Grad des Zusammenhangs zwischen unabhängiger und abḧangiger Varia-
blen
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Für standardisierte Variablen ergibt sich eine einfachere Berechnung für b0 undb1

mit:

x∗ =
x− x̄

sx

, sx =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2

Daraus folgt:

x̄∗ = 0 und var(x∗) = s2
x∗ = 1

Nach Standardisierung beider Variablen x(→ x∗) und y(→ y∗) gilt f ür b0 undb1:

b∗0 = ȳ∗ − b
(∗)
1 x̄∗

= 0

b∗1 =

1

n

n∑
i=1

(x∗i − x̄∗)(y∗i − ȳ∗)

1

n

n∑
i=1

(x∗i − x̄∗)2

=
1

n

n∑
i=1

x∗i y
∗
i

Weiterhin gilt für b∗1:

b∗1 = b1
sx

sy
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Herleitung:

b1 =
cov(x, y)

var(x)

=

1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2

b∗1 =

1

n

n∑
i=1

(x∗i − x̄∗)(y∗i − ȳ∗)

1

n

n∑
i=1

(x∗i − x̄∗)2

=

1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)

sx

· (yi − ȳ)

sy

1

n

∑(
xi − x̄

sx

)2

=

1

n
· 1

sxsy

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

1

n
· 1

s2
x

n∑
i=1

(xi − x̄)2

=

1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2

· sx

sy

= b1
sx

sy
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Regressionskoeffizientb1

Skalenniveau: metrisch

Berechnung: x, y unstandardisiert:

b1 =

1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2

=
cov(x, y)

var(x)

x, y standardisiert:

b∗1 =
1

n

n∑
i=1

x∗i y
∗
i = cov(x∗, y∗)

Bemerkung: 1. b1 ist asymmetrisch, wobei y die abhängige und x die un-
abḧangige Variable bezeichnet.

2. b∗1 liegt im Intervall[−1, +1]

3. Interpretation:

“Nimmt unter sonst gleichen Bedingungen die Variable x
um eine Einheit ab (zu), so nimmt die Variable y umb1 Ein-
heiten ab (zu)”.

Beispiel: Nachfolgende SPSS-Ausgabe zeigt das Ergebnis einer bivaria-
ten Regression, bei der die Sympathie für die CDU/CSU/FDP-
Regierungskoalition in Abḧangigkeit von der Sympathie für den
Kanzler untersucht wurde. Für die Regressionskoeffizientenb0

und b1 ergeben sich dabei die Werte 2.076811 und 0.720843
(B). Im Fall standardisierter Variablen hatb1 (Beta ) den Wert
0.839476, d.h.: steigt die Sympathie für Kohl um eine Einheit,
dann steigt die Zufriedenheit mit der Regierung um 0.839476.
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* Ausschnitt aus: REGRESSION /VARIABLES V217 V225 /DEPENDENT V217
* /METHOD ENTER.

Equation Number 1 Dependent Variable.. V217 SKALOMETER:CDU CSU-FDP
Variable(s) Entered on Step Number

1.. V225 SKALOMETER: H KOHL

------------------ Variables in the Equation ------------------

Variable B SE B Beta T Sig T

V225 .720843 .020930 .839476 34.441 .0000
(Constant) 2.076811 .150789 13.773 .0000

5.4.3 Das BestimmtheitsmaßR2 und der Korrelationskoeffizi-
ent r

Die Kleinstquadratscḧatzung (OLS) ist ein mathematisches Verfahren zuroptima-
len Anpassung eines Modells (im bivariaten Fall: einer Geraden) an empirische
Daten.

Frage: Wie gutist die Vorhersagekraft einer Regressionsfunktion bei gegebenen
Werten von unabḧangigen Variablen?

Wie in den vorhergegangenen Kapiteln gezeigt, eignen sich für die Beantwor-
tung dieser Frage insbesondere Zusammenhangsmaße, die nach dem Prinzip der
proportionalen Fehlerreduktion konzipiert sind (PRE). Für den Bereich zweier
metrischer Variablen existiert hierzu das BestimmtheitsmaßR2.

BestimmtheitsmaßR2 (Coefficient of Determination, R Square)

Skalenniveau: metrisch

Berechnung: Das BestimmtheitsmaßR2 basiert ebenso wieλ, γ und η2 auf
dem Prinzip der proportionalen Fehlerreduktion (PRE):

1. Bester Vorhersagewert für y ohneKenntnis von x ist der Ge-
samtmittelwert̄y. Der daraus resultierende Schätzfehler er-
gibt sich dann zu:

E1 =
n∑

i=1

(yi − ȳ)2
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d.h. die Summe aller quadrierten Abweichungen der Merk-
malswerte von y von dem Vorhersagewertȳ (Gesamtvaria-
tion).

2. Mit Kenntnis der unabḧangigen Variablen x sind die besten
Scḧatzer f̈ur yi die gescḧatzten Werte auf der Regressions-
geraden̂yi = b0 + b1xi. Daraus ergibt sich der Vorhersage-
fehler

E2 =
n∑

i=1

(yi − ŷi)
2

d.h. die Summe aller quadrierten Abweichungen der Merk-
malswerte von y von dem jeweiligen Schätzwert.

3. Daraus ergibt sich für R2, definiert als PRE-Maß:

R2 =
E1 − E2

E1

=

n∑
i=1

(yi − ȳ)2 −
n∑

i=1

(yi − ŷi)
2

n∑
i=1

(yi − ȳ)2

= 1−

n∑
i=1

(yi − ŷi)
2

n∑
i=1

(yi − ȳ)2

Bemerkung: 1. R2 ist ein symmetrisches, vorzeichenloses Maß im Intervall
[0, 1].

2. Mit Hilfe der Varianzzerlegung von y läßt sichR2 interpre-
tieren als Prozentsatz der Varianz von y, der durch die Re-
gression, d.h. durch x erklärt wird (vgl. Anhang A.6).
Beispiel: R2 = 0.71, d.h. 71% der Gesamtvarianz von y
werden durch x erklärt.

3. R2 ber̈ucksichtigt extreme Merkmalswerte stärker, d.h. es
gibt hier eine Ungleichbehandlung von Merkmalswerten.

Für eine einfachere Berechnung des Bestimmtheitsmaßes ist folgende Umfor-
mung n̈utzlich:

n∑
i=1

(ŷi − ȳ)2 =
n∑

i=1

(ŷ2
i − 2ŷiȳ + ȳ2)
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=
n∑

i=1

ŷ2
i − 2nȳ

n∑
i=1

ŷi + nȳ2 wegen
n∑

i=1

ŷi = n¯̂y, ¯̂y = ȳ

=
n∑

i=1

ŷ2
i − 2nȳ2 + nȳ2

=
n∑

i=1

ŷ2
i − nȳ2

Somit ergibt sich f̈ur R2:

R2 =

n∑
i=1

ŷ2
i − nȳ2

n∑
i=1

y2
i − nȳ2

Eine weitere Berechnungsformel für R2 ergibt sich aus der Varianzzerlegung von
y in Anhang A.6.

Produkt-Moment-Korrelationskoeffizient r

Skalenniveau: metrisch

Definition: Der Produkt-Moment-Korrelationskoeffizientr wird durch die
Kombination der beiden asymmetrischen Zusammenhangsmaße
b1y (y abḧangig) bzw.b1x (x abḧangig) definiert.

Berechnung:

r =
√

b1yb1x

=

√√√√cov(x, y)

var(x)
· cov(x, y)

var(y)

=
cov(x, y)√

var(x)
√

var(y)

Falls x, y standardisiert sind, gilt

r = cov(x∗, y∗)
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=
1

n

n∑
i=1

x∗i y
∗
i = b1y = b1x

d.h. der Wert vonr ist identisch mit dem der Regressionskoeffi-
zientenb1y undb1x.

Bemerkung: 1. r ist ein symmetrisches Maß im Intervall[−1, +1].

2. Die Namensgebung für das Bestimmtheitsmaß (R2) und
den Korrelationskoeffizienten (r) ist nicht zuf̈allig, sondern
r läßt sich durch Wurzelziehen aus dem Bestimmtheits-
maß ermitteln. Dagegen ist eine inhaltlicheÜbertragung
nur schwer m̈oglich, da sich “das Quadrat der Steigung”
der Regressionsgerade kaum als “Prozentsatz der Varianzer-
klärung” interpretieren läßt.

5.4.4 Ein weiteres G̈utemaß zur Beurteilung von Regressi-
onsscḧatzungen

Wie auch das BestimmtheitsmaßR2 gibt derStandardfehler der Regressionσe,
d.h. die Ḧohe der durchschnittlichen Abweichung der vorhergesagten von den
tats̈achlichen Werten der abhängigen Variablen, genauere Auskunftüber die Vor-
hersagekraft einer Regressionsfunktion bei vorliegenden Werten unabhängiger
Variablen.

Als Ausgangspunkt dient die Summe der Abweichungsquadrate der geschätzten
Werte von den tats̈achlichen Werten (= MinimierungskriteriumS(e))

S(e) =
n∑

i=1

(yi − ŷi)
2
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Standardfehler der Regressionσe

Skalenniveau: metrisch

Berechnung: Analog zur allgemeinen Herleitung der Standardabweichung er-
gibt sich f̈ur den Standardfehler der Regressionσe (korrigiert
nach Anzahl der Freiheitsgrade):

σe =

√√√√ 1

n− k

n∑
i=1

(yi − ŷi)2

(k = Anzahl der unabḧangigen Variablen)

Bemerkung: In die Berechnung vonσe gehen — im Gegensatz zuR2 — al-
le Untersuchungseinheiten mit gleichem Gewicht ein. Daneben
weist dieses G̈utemaß aber einige Eigenschaften auf, die gegen
eine Verwendung sprechen:

1. Der Wert ist nach oben unbegrenzt.

2. Der Wert ist abḧangig von der Anzahl der Untersuchungs-
einheiten und der Anzahl der unabhängigen Variablen.

3. Der Betrag steht im umgekehrten Verhältnis zur inhaltlichen
Aussage.

5.4.5 Inferenzstatistik in der bivariaten Regressionsanalyse

Inferenzstatistische Eigenschaften des OLS-Schätzersb

Die im Rahmen der bisherigen deskriptiven Regressionsanalyse ermittelten Werte
(Regressionskoeffizienten (b), Bestimmtheitsmaß (R2)) beschreiben lediglich die
Zusammenḧange innerhalb der vorliegenden Stichprobe.

Frage: Wie weit und unter welchen Bedingungen lassen sich diese Zusam-
menḧange auch auf die Grundgesamtheitübertragen?

Da in der Regel immer nur eine Stichprobe vorliegt, sind die auf der Basis die-
ser Stichprobe geschätzten Werte “fehlerhaft”, d.h. sie weichen von dem “wah-
ren” Wert der Grundgesamtheit ab. Die Verfahren der Inferenzstatistik erlauben
es nun, unter Berücksichtigung bestimmter, vom Anwender auf Plausibilität zu



5.4. Zusammenhangsmaße zwischen zwei metrischen Variablen 107

überpr̈ufender Annahmen̈uber die verschiedenen Modellparameter und die Stich-
probe, dieSignifikanzvon Scḧatzwerten f̈ur die Grundgesamtheiten innerhalb be-
stimmter Fehlerwahrscheinlichkeiten zu bestimmen. Dazu wird analog zu Kapitel
4.2 ein Hypothesentest durchgeführt.

Der im Rahmen einer Regressionsanalyse ermittelte Regressionskoeffizient für
standardisierte Ausgangsvariablen3

b =
1

n

n∑
i=1

xiyi

beruht auf einer einzigen Stichprobe aus der Grundgesamtheit.

Andere Betrachtungsweise für b:

Der berechnete Wert des empirischen Regressionskoeffizienten istdie
Realisierung einer Zufallsvariablen, d.h. jede Regressionsanalyse auf
der Basis einer weiteren Stichprobe ergäbe eine weitere Realisierung.

Frage: Welche Eigenschaften (Erwartungswerte, Varianzen bzw. Kovarianzen)
hat diese Zufallsvariable bezogen aufn (hypothetische) Stichproben?

1. b ist im klassischen linearen Modell erwartungstreu (bzw. unverzerrt):

E(b) = β

Dies bedeutet, daß sich die Schätzwerte aus den einzelnen Stichproben
“gleichmäßig” um den wahren Wertβ für die Grundgesamtheit verteilen, der
OLS-Scḧatzer b im klassischen linearen Modell somit der varianzminimale
Scḧatzer (bestlinearunbiasedestimator =blue) ist.

Herleitung:

E(b) = E(
1

n

n∑
i=1

xiyi)

3Im weiteren Verlauf werden standardisierte Variablen nicht mehr durch “Sternchen” gekenn-
zeichnet (stattx∗i alsoxi) undb anstattb1 verwendet.
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Durch Einsetzen der Regressionsgleichungyi = xiβ + ei — mit dem “wahren”
Regressionskoeffizientenβ anstatt des Schätzwertes — ergibt sich:

E(b) = E(
1

n

n∑
i=1

xi(xiβ + ei) )

= E(
1

n

n∑
i=1

x2
i β +

1

n

n∑
i=1

xiei )

=
1

n

n∑
i=1

x2
i︸ ︷︷ ︸

=1

E(β) +
1

n

n∑
i=1

xi E(ei)︸ ︷︷ ︸
=0

= β

2. Für die Varianz der Zufallsvariablen b gilt:

var(b) = (
1

n

n∑
i=1

xi)
2s2

e

Herleitung:

var(b) = E [(b− E(b))(b− E(b))]

= E [(b− β)(b− β)]

= E

( 1

n

n∑
i=1

x2
i︸ ︷︷ ︸

=1

β +
1

n

n∑
i=1

xiei − β) (
1

n

n∑
i=1

x2
i︸ ︷︷ ︸

=1

β +
1

n

n∑
i=1

xiei − β)


= E

[
(
1

n

n∑
i=1

xiei)(
1

n

n∑
i=1

xiei)

]
= (

1

n

n∑
i=1

xi)
2E[ei ei]

= (
1

n

n∑
i=1

xi)
2E[(ei − E(ei))(ei − E(ei))]

= (
1

n

n∑
i=1

xi)
2 var(ei)

Da dieei als Realisation eines Vektors von Zufallsvariablen (e) aufgefaßt wer-
den k̈onnen, wird die Varianz dieses Vektors auch nicht durch einen Wert ausge-
drückt, sondern durch die KovarianzmatrixΣe aller Varianzen und Kovarianzen
zwischen den einzelnen Variablen beschrieben, die durch das dyadische Produkt
vonE(e eT ) entsteht.
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Für die Varianz vone gilt dann:

var(e) = E( (e− E(e))(e− E(e))T )

= E(e eT )

= Σe

=


var(e1) cov(e1, e2) · · · cov(e1, en)

cov(e2, e1) · · · cov(e2, en)
...

...
...

...
cov(en, e1) · · · var(en)


Die konkrete Berechnung dieser Kovarianzmatrix bereitet in der Praxis Schwie-
rigkeiten, da lediglicheineStichprobe zur Verf̈ugung steht. Um trotzdem Berech-
nungen durchf̈uhren zu k̈onnen, werden̈uber die Fehlervariablene zus̈atzliche
Annahmen gemacht, durch die sich die Kovarianzmatrix erheblich vereinfacht:

1. Annahme: Homoskedastizität,
d.h. die Varianz der einzelnen Fehlervariablen ist für alle m̈ogli-
chen Werte konstant:

var(ei) = σ2
e , (i = 1, . . . , n)

Interpretation: Die Restschwankungen dürfen nicht davon abḧangig sein, zu
welchem Zeitpunkt die Erhebung erfolgte.

2. Annahme: keine Autokorrelation,
d.h. die Residuen sind untereinander nicht korreliert:

cov(ei, ej) = 0, (i, j = 1, . . . , n; i 6= j)

Interpretation: Der Wert einer Restschwankung darf nicht von den Restschwan-
kungen vorhergehender Beobachtungswerte abhängig sein, wie
es zum Beispiel ḧaufig in Zeitreihen der Fall ist.

Unter Ber̈ucksichtigung dieser Annahmen ergibt sich für die Struktur der Kovari-
anzmatrix:4

var(e) =


σ2

e 0 · · · 0
0 · · ·
...

...
...

...
0 · · · σ2

e

 = σ2
e En

4Hierbei bezeichnetEn die Einheitsmatrix mitn Zeilen bzw. Spalten und der mit1 besetzten
Diagonalen(eii) für i = 1, . . . , n.
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Auch die gesamte Fehlervarianz vone übern Stichproben ist natürlich nicht be-
kannt. Bekannt ist aber die Varianz der Residuen aus der vorliegenden Stichprobe,
korrigiert nach Freiheitsgraden:

s2
e =

1

n− 1

n∑
i=1

(yi − ŷi)
2

Diese wird hier als Scḧatzwert f̈ur die Gesamtvarianzσ2
e verwendet. Damit l̈aßt

sich die Herleitung der Varianz vonb wie folgt vervollsẗandigen:

var(b) = (
1

n

n∑
i=1

xi)
2 var(ei)

= (
1

n

n∑
i=1

xi)
2σ2

e

= (
1

n

n∑
i=1

xi)
2s2

e

Daraus folgt f̈ur die Standardabweichung der Residuen (die häufig auch als “Stan-
dardfehler” bezeichnet wird):

SE(b) =

√√√√s2
e(

1

n

n∑
i=1

xi)
2

= se(
1

n

n∑
i=1

xi)
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Signifikanztest für b

Entsprechend den grundlegenden Ausführungen zu inferenzstatistischen Schluß-
verfahren in Kapitel 4.2 ist es notwendig, für einen zu testenden Modellparameter
b eine Zufallsvariable zu konstruieren, die einer bekannten Wahrscheinlichkeits-
verteilung gen̈ugt.

Hierzu wird eine weitere Annahmëuber die Residuen benötigt:

3. Annahme: Die Residuen der Regressionsfunktion sind normalverteilt:

ei ∼ N(0, σ2
e)

b und var(b) können als linear abhängige Funktionen der Zufallsvariablen y eben-
falls als Zufallsvariablen betrachtet werden, für die nach obiger Annahme und der
Herleitung von var(b) gilt:

b ∼ N(β, s2
e(

1

n

n∑
i=1

xi)
2)

var(b) = s2
b ∼ χ2(n− 1)

d.h.b ist normalverteilt und var(b) χ2-verteilt.

Damit läßt sich (vgl. Anhang A.3) einet-verteilte Zufallsvariable

t =
b− β

sb

mit (n − 1) Freiheitsgraden konstruieren, mit deren Hilfe ein Hypothesentest (t-
Test) m̈oglich ist:

1. Schritt: Hypothesenformulierung

H0 : β = 0 (Zweiseitiger Test)

HA : β 6= 0

allgemein: H0 : β = β∗ mit β∗ als reeller Zahl
HA : β 6= β∗

2. Schritt: Bestimmung der Prüfverteilung

Die mit Hilfe von b undsb konstruierte Zufallsvariablet

t =
b− β

sb

ist t-verteilt.
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3. Schritt: Bestimmung des Freiheitsgradsdf

df = n− 1

4. Schritt: Bestimmung des Signifikanzniveausα

5. Schritt: Ermittlung des theoretischen Verteilungswertest und Berechnung des
empirischen Verteilungswertestemp

Während der theoretische Verteilungswertt in Abhängigkeit vonα
unddf aus Tabellen ermittelt werden kann, läßt sichtemp nach obiger
Formel berechnen (β = 0).

6. Schritt: Entscheidung̈uber die Ablehnung vonH0

Allgemein sind auf der Basis dest-Tests folgende Testvarianten
möglich:

Zweiseitiger Test:H0 : β = 0

6

-

fdf (t)

t
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
−t(α, df)

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
t(α, df)

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
P (−t(α, df) < temp < t(α, df)) = 1− α

Rechts-einseitiger Test:H0 : β ≤ 0

6

-

fdf (t)

t
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
t(2α, df)

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
P (temp ≤ t(2α, df)) = 1− α
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Links-einseitiger Test:H0 : β ≥ 0

6

-

fdf (t)

t
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppp
−t(2α, df)

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
P (temp ≥ t(2α, df)) = 1− α

Abb. 5.4: Graphische Bedeutung dest-Tests

Bemerkung: In den Graphiken werden die Bereiche für Annahme/Ablehnung
der Nullhypothese repräsentiert durch:

α Ablehnungsbereich:
Mit einer Wahrscheinlichkeit vonα % (einseitig) bzw.
2α

2
% (zweiseitig) wirdH0 irrtümlich verworfen.

[[[[[[[[ Annahmebereich:
Mit (1−α) % Wahrscheinlichkeit kannH0 vertraut wer-
den.

Nullhypothese Test Ablehnungs-
bereich vonH0

H0 : β = 0 zweiseitig |temp| ≥ t(α, df)
H0 : β ≤ 0 rechts-einseitig temp > t(2α, df)
H0 : β ≥ 0 links-einseitig temp < t(2α, df)

Interpretation: Bei Ablehnung der Nullhypothese istb mit einer Irrtumswahr-
scheinlichkeitα statistisch signifikant von Null verschieden.

Beispiel: Im Rahmen einer Regressionsanalyse mit Hilfe statistischer
Analysesysteme wird dert-Wert zusammen mit den daraus re-
sultierenden Signifikanzniveaus (Sig T ) standardm̈aßig ausge-
geben. So bedeutet ein SignifikanzniveauSig T = 0.023, daß
die gesamte Regressionsschätzung mit einer Fehlerwahrschein-
lichkeit von2.3% signifikant ist. Ein vorab festgelegtes Niveau
von5% würde danach zur Ablehnung der Nullhypothese führen.
Die Zusammenfassung in Kapitel 5.4.6 diskutiert ein konkretes
Beispiel.
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Berechnung des Konfidenzintervalls f̈ur b

Die Eigenschaften von Prüfverteilungen (hiert-Verteilung) erm̈oglichen ebenso,
ein Intervall um den zu testenden Modellparameter (hierb) zu berechnen, inner-
halb dessen sich der “wahre” Wert (hierβ) befindet:

P ( −t(α, df) ≤ temp ≤ t(α, df) ) = 1− α

P ( −t(α, df) ≤ b− β

sb

≤ t(α, df) ) = 1− α

P ( −t(α, df)sb ≤ b− β ≤ t(α, df)sb ) = 1− α

P ( −b− t(α, df)sb ≤ −β ≤ −b + t(α, df)sb ) = 1− α

P ( b + t(α, df)sb ≥ β ≥ b− t(α, df)sb ) = 1− α

P ( b− t(α, df)sb ≤ β ≤ b + t(α, df)sb ) = 1− α

Damit liegtβ im Intervall

[b− t(α, df)sb, b + t(α, df)sb]

d.h. bei gegebenen Freiheitsgraden und einem angenommenen Signifikanzniveau
läßt der Fehler sich exakt berechnen, der bei dem Schluß von der Stichprobe auf
die Grundgesamtheit entsteht.
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5.4.6 Zusammenfassung

Anhand der Untersuchung des Zusammenhangs zwischen der Zufriedenheit mit
der Regierung und der Sympathie zu Kohl wurden unter anderem die folgenden
Werte ermittelt:

* Aus: REGRESSION /VARIABLES V217 V225 /DEPENDENT V217
* /METHOD ENTER.

Equation Number 1 Dependent Variable.. V217 SKALOMETER:CDU CSU-FDP
Variable(s) Entered on Step Number

1.. V225 SKALOMETER: H KOHL

Multiple R .83948
R Square .70472
Adjusted R Square .70413
Standard Error 1.50164

Analysis of Variance
DF Sum of Squares Mean Square

Regression 1 2674.68574 2674.68574
Residual 497 1120.70103 2.25493

F = 1186.14936 Signif F = .0000

------------------ Variables in the Equation ------------------

Variable B SE B Beta T Sig T

V225 .720843 .020930 .839476 34.441 .0000
(Constant) 2.076811 .150789 13.773 .0000

Die Korrelation kann dabei ebenfallsüber die Ermittlung der Kreuztabelle berech-
net werden:

* Ausschnitt aus: CROSSTABS /TABLES V217 BY V225 /STATISTICS CORR.

Approximate
Statistic Value ASE1 T-value Significance

-------------------- --------- -------- ------- ------------

Pearson’s R .83948 .01606 34.44052 .00000
Spearman Correlation .85194 .01632 36.27099 .00000
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Dert-Test f̈ur den Regressionskoeffizientenb1 ergibt bei einemt-Wert von 34.441
eine Signifikanz von 0.0% für die Nullhypothese, d.h.b1 ist bei einer angenomme-
nen Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% auch für die Grundgesamtheit signifikant.
Die Güte der GesamtschätzungR2 liegt bei 0.70472, d.h.̈uber 70% der Varianz
der Regierungszufriedenheit wird bereits durch die Sympathie für den Kanzler
erklärt. Weiterhin werden die bei standardisierten Variablen existierenden Bezie-
hungen zwischen den KennwertenR2 (R Square ), r (Pearson’s R ) undb1

(Beta ) besẗatigt:

r = b1 = 0.83948 =
√

0.70472 =
√

R2
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5.5 Zusammenhangsmaße für unterschiedliche
Skalenniveaus

Die bisher erl̈auterten Zusammenhangsmaße erlauben keine Untersuchung des
Zusammenhanges zwischen zwei Variablen, die ein unterschiedliches Skalen-
niveau besitzen.

Fragestellungen:

Sympathieskalometer (metrisch) ←→ Geschlecht (nominal)
Häufigkeit religïoser Aktiviẗaten (metrisch) ←→ Konfession (nominal)
Wöchentliche Arbeitszeit (metrisch) ←→ Berufsgruppenzugehörig-

keit (nominal)

Grunds̈atzlich lassen sich bei der Untersuchung derartiger Zusammenhänge die
Zusammenhangsmaße für die jeweils niedrigere Variablenskalierung verwenden.
Dies beinhaltet aber einen Informationsverlust, da die aus der höheren Skalie-
rung resultierenden, zusätzlichen Informationen (Rangfolge der Merkmalsklas-
sen, Gr̈oße der Merkmalswerte) nicht einfließen. Das Zusammenhangsmaßη2 be-
schreibt den Zusammenhang zwischen einer metrischen und einer beliebig ska-
lierten Variablen, wobei hier natürlich besonders nominale und ordinale Varia-
blen von Interesse sind, da bei einer ebenfalls metrisch skalierten Variablen die
Zusammenhangsmaße für zwei metrische Variablen besser geeignet sind (vgl. Ka-
pitel 5.4).

Eta η2

Skalenniveau: metrisch, beliebig

Berechnung: Das Zusammenhangsmaßη2 setzt eine metrisch skalierte,
abḧangige Variable y und eine nominal oder ordinal skalierte,
unabḧangige Variable x voraus. Für die weiteren Ausf̈uhrungen
werden folgende Festlegungen getroffen:

yij : Wert der Variablen y, gemessen an derj-ten Untersu-
chungseinheit in der Merkmalsklassei der unabḧangigen
(nominalen, ordinalen) Variablen x

ȳi : Mittelwert von yüber alle Untersuchungseinheiten in der
i-ten Merkmalsklasse von x

ȳ : Gesamtmittelwerẗuber alle Merkmalswerte von y
ni : Anzahl der Merkmalswerte von y in deri-ten Merkmals-

klasse von x
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η2 basiert ebenso wieλ undγ auf dem Prinzip der proportionalen
Fehlerreduktion (PRE):

1. Bester Vorhersagewert für y ohneKenntnis der Verteilung
von y auf die Merkmalsklassen von x ist der Gesamtmit-
telwert ȳ. Der daraus resultierende Schätzfehler ergibt sich
dann zu:

E1 =
∑̀
k=1

ni∑
j=1

(yij − ȳ)2

d.h. die Summe aller quadrierten Abweichungen der Merk-
malswerte von y von dem Vorhersagewertȳ (Gesamtvaria-
tion).

2. Mit Kenntnis der unabḧangigen Variablen x sind die besten
Scḧatzer f̈ur y die Klassenmittelwertēyi. Daraus ergibt sich
der Vorhersagefehler

E2 =
∑̀
k=1

ni∑
j=1

(yij − ȳi)
2

d.h. die Summe aller quadrierten Abweichungen der Merk-
malswerte von y von den jeweiligen Klassenmittelwerten.

3. Somit folgt f̈ur η2, definiert als PRE-Maß:

η2 =
E1 − E2

E1

=

∑̀
k=1

ni∑
j=1

(yij − ȳ)2 −
∑̀
k=1

ni∑
j=1

(yij − ȳi)
2

∑̀
k=1

ni∑
j=1

(yij − ȳ)2

= 1−

∑̀
k=1

ni∑
j=1

(yij − ȳi)
2

∑̀
k=1

ni∑
j=1

(yij − ȳ)2

Bemerkung: η2 ist ein asymmetrisches, vorzeichenloses Maß im Intervall
[0,1].
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Die Festlegung, daß die unabhängige Variable metrisch skaliert
sein muß, hat ihre Bedeutung darin, daß bei der Berechnung von
η2 die metrischen Maßzahlen̄y und ȳi ben̈otigt werden, ẅahrend
von x lediglich die Ḧaufigkeit in den einzelnen Merkmalsklassen
verwendet wird.

Interpretation:

η2 = 0 =⇒ die Variation in den einzelnen Kategorien ist iden-
tisch mit der Gesamtvariation

=⇒ x trägt nichts zur Erkl̈arung von y bei.

η2 = 1 =⇒ die Variation in den einzelnen Kategorien ist 0,
d.h. es gibt dort insgesamt keine Streuung der Va-
riablenwerte

=⇒ x erklärt y vollsẗandig.

Die Höhe vonη2 ist abḧangig von der Anzahl der Kategorien von
x:

1. Jede Kategorie enthält nur einen Wert (k = n), d.h. die Va-
riation in den einzelnen Kategorien ist gleich 0.
=⇒ η2 = 1

2. Es gibt nur eine Kategorie, d.h. die Variation in dieser Kate-
gorie ist gleich der Gesamtvariation.
=⇒ η2 = 0

Beispiel: Anhand der Skalometervariablen zur Sympathie von Kohl (me-
trisch skaliert) wird der Zusammenhang mit dem Geschlecht
(nominal skaliert)überpr̈uft (Aufruf: CROSSTABS /TABLES
V334 BY V225 /STATISTICS ETA. ):
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V334 GESCHLECHT by V225 SKALOMETER: H KOHL

V225 Page 1 of 2
Count |

| Row
| -5| -4| -3| -2| -1| 0| 1| Total

V334 --------+------+------+------+------+------+------+------+
1 | 29| 15| 18| 16| 14| 10| 24| 242

maennlich | | | | | | | | 48.5
+------+------+------+------+------+------+------+

2 | 27| 11| 16| 18| 23| 28| 33| 257
weiblich | | | | | | | | 51.5

+------+------+------+------+------+------+------+
Column 56 26 34 34 37 38 57 499

(Cont.)Total 11.2 5.2 6.8 6.8 7.4 7.6 11.4 100.0

V225 Page 2 of 2
Count |

| Row
| 2| 3| 4| 5| Total

V334 --------+------+------+------+------+
1 | 20| 51| 24| 21| 242

maennlich | | | | | 48.5
+------+------+------+------+

2 | 26| 18| 27| 30| 257
weiblich | | | | | 51.5

+------+------+------+------+
Column 46 69 51 51 499

Total 9.2 13.8 10.2 10.2 100.0
Approximate

Statistic Value ASE1 T-value Significance
-------------------- --------- -------- ------- ------------

Eta :
with V334 dependent .24911
with V225 dependent .00545

Number of Missing Observations: 1

Da SPSS nicht das Skalenniveau einer Variablenüberpr̈uft, berechnet es den Wert
für η2 sowohl f̈ur V334 als auch V225 als abhängige Variable. Die Herleitung
dieses Kennwertes hat aber deutlich gemacht, daß für die abḧangige Variable die
metrischen Eigenschaften unbedingte Voraussetzung sind, d.h. in diesem Beispiel
ist ausschließlich der Wert mit der Sympathie für Kohl (V225) als abḧangige
Variable sinnvoll interpretierbar, der allerdings lediglich eine Abhängigkeit von
0.00545 (=0.545%) ausweist.
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5.6 Auswahlkriterien für bivariate Zusammen-
hangsmaße

Erfahrungsgem̈aß liegen die gr̈oßten Probleme bei der Durchführung statistischer
Analysen mit Hilfe von Datenanalysesystemen nicht in der Anwendung von Me-
thoden auf Variablen, d.h. in dem Aufruf einer konkreten Statistikprozedur, son-
dern eher in der “Umsetzung” von Hypothesen, Fragestellungen etc. aus der zu-
grunde gelegten Theorie in geeignete, zu berechnende statistische Kennzahlen und
in einer korrekten und angemessenen Interpretation der berechneten Kennwerte.

Beispiel: “Das Ausmaß der Zufriedenheit mit der Regierung insgesamt wird in
hohem Maße durch die Meinung zur Person des Kanzlers bestimmt.
Andere Variablen, wie zum Beispiel die Meinung zu anderen Regie-
rungspolitikern, spielen hierbei lediglich eine untergeordnete Rolle.”

Unabḧangig von der Tatsache, daß jede der beschriebenen statistischen Kennzah-
len charakteristische Merkmale mit daraus resultierenden Konsequenzen für ihre
Anwendung aufweist, lassen sich für die Vorgehensweise bei der Auswahl einige
Faustregeln aufstellen, die etwas Ordnung in die Vielzahl der angebotenen Me-
thoden bringen:5

1. Festlegung der an der Analyse beteiligten Variablen, Identifikation der Ska-
lenniveaus

Beispiel: Sympathieskalometer von Regierungspolitikern (metrisch):
z.B. Genscher (V224), Kohl (V225), Stoltenberg (V228)
Zufriedenheit mit der Regierung (metrisch): V217

2. Art der Beziehung zwischen den Variablen (symmetrisch/asymmetrisch)

Beispiel: V224/V225/V228/. . .−→ V217

3. Bevorzugte Verwendung von PRE-Maßen, da diese eine direkte Interpreta-
tion erm̈oglichen (Prozentsatz der Varianzerklärung) und die Vergleichbar-
keit untereinander erlauben:

5Die in den vorangegangenen Kapiteln vorgestellte Auswahl konzentriert sich dabei nur auf
die wichtigsten der von Datenanalysesystemen angebotenen bivariaten Zusammenhangsmaße.
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Nominales Skalenniveau :λ
Ordinales Skalenniveau :γ
Metrisches/beliebiges Skalenniveau :η2

Metrisches Skalenniveau :R2

Beispiel: Da es sich generell um metrische Variablen handelt, empfiehlt
sich hier die Auswahl des BestimmtheitsmaßesR2, das mit V217
als abḧangiger und jeweils einem Sympathieskalometer als un-
abḧangiger Variablen berechnet werden kann. Ein Vergleich der
ermittelten Werte erlaubt dann Aussagen im Sinne der Ausgangs-
hypothese. Unter Beachtung der Richtung der Asymmetrie lassen
sich auch entsprechendeη2-Werte berechnen und zu Vergleichs-
zwecken heranziehen.

Nachfolgende Tabelle enthält für alle unabḧangigen Variablen die jeweiligen Be-
stimmtheitsmaßeR2 bei der Durchf̈uhrung einer bivariaten Regression. Hieraus
ergibt sich die eindeutige Unterstützung der Ausgangshypothese.

R2

Kohl (V225) 0.70460
Stoltenberg (V228) 0.44321
Genscher (V224) 0.19592



Kapitel 6

Multivariate Datenanalyse

6.1 Die Komplexität des sozialwissenschaftlichen
Analysegegenstandes

Die bisherigen Betrachtungen beschränkten sich im wesentlichen auf zwei Berei-
che:

• Verteilung von empirischen Daten: Mittelwert, Standardabweichung, Vari-
anz, Schiefe, Exzeß etc.
=⇒ univariateDatenanalyse

• Zusammenhangsmaße für zwei Variablen mit gleichen oder unterschiedli-
chen Skalenniveaus
=⇒ bivariateDatenanalyse

Die Problematik dieser einfachen statistischen Analysemodelle liegt darin, daß
sie in der Regel zu stark von der Komplexität des sozialwissenschaftlichen Ge-
genstandsbereiches abstrahieren. Dies bezieht sich sowohl auf

1. die Komplexiẗat der Ursache–Wirkungsverhältnisse in sozialwissenschaftli-
chen Erkl̈arungsmodellen (z.B. Erklärungsmodelle der Wahlentscheidung)
als auch auf

2. die Komplexiẗat der Indikatorenstruktur in sozialwissenschaftlichen Meß-
modellen, d.h. sozialwissenschaftliche Erklärungsbegriffe lassen sich meist
nicht nur durch einen Indikator messen (z.B. Parteisympathie←− Sonn-
tagsfrage).
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Die Behandlung von Problemen dieser Art erfolgt durch Methoden der multiva-
riaten Datenanalyse.

Definition: Multivariate Datenanalyse:
“die gemeinsame, gleichzeitige Analyse mehrerer Merkmale bzw.
deren Auspr̈agungen” [Hartung/Elpelt 1984, S. 2].

Als Beispiele hierzu werden im weiteren Verlauf einige zentrale Verfahren der
multivariaten Datenanalyse vorgestellt und die Anwendungsbedingungen für ih-
ren Einsatz aufgezeigt. Im Bereich komplexer Erklärungsmodelle f̈ur kausale Zu-
sammenḧange (Erkl̈arungsanalyse) zählen hierzu

• die multiple Regression, mit einer metrischen, abhängigen Variablen und
mehreren metrischen, unabhängigen Variablen sowie

• die Diskriminanzanalyse, bei der die abḧangige Variable nominal skaliert
ist.

Für die Entdeckung sozialwissenschaftlicher Begriffe auf der Basis von metri-
schen, empirischen Variablen (Strukturanalyse) dienen

• die Faktorenanalyse, bei der die resultierenden, theoretischen Variablen
(Faktoren) ebenfalls metrisch skaliert sind, und

• die Clusteranalyse, die als Ergebnis einen nominal skalierten Faktor er-
zeugt.



6.2. Multiple Regressionsanalyse 125

6.2 Multiple Regressionsanalyse

6.2.1 Das allgemeine Modell der multiplen Regression

In Erweiterung des bivariaten Regressionsansatzes (vgl. Kapitel 5.4.2) erlaubt die
multiple Regressionsanalyse die Untersuchung der Abhängigkeit einer Variablen
von mehreren anderen Variablen, d.h. Ausgangspunkt ist folgende Variablenkon-
figuration:

• eine metrisch skalierte, abhängige, endogene, zu erklärende Variable y
(Regressand y)

• mehrere metrisch skalierte, unabhängige, exogene, erklärende Variablenxj

(j = 1, . . . ,m) (Regressoren)

Ebenso wie im bivariaten Fall wird aufgrund theoretischer bzw. meßtheoretischer
Annahmen von der Existenz eineslinearenZusammenhangs zwischen y und den
xj ausgegangen:

y = b0 + b1x1 + b2x2 + . . . + bmxm

Für den einzelnen Befragten(i = 1, . . . , n) ergibt sich daraus:

yi = b0 + b1xi1 + b2xi2 + . . . + bmxim

Durch die Einf̈uhrung einer Hilfsvariablenx0, deren Variablenwerte alle den Wert
1 erhalten (xi0 = 1, i = 1, . . . , n), kann der lineare Zusammenhang zwischen y
und denxj auf der Ebene aller empirischen Werte in Matrizenschreibweise for-
muliert werden:

y = Xb

wobei

y =


y1

y2
...

yn


denn–dimensionalen Spaltenvektor der Messungen von y,

b =


b0

b1
...

bm


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den(m + 1)–dimensionalen Spaltenvektor der Regressionskoeffizientenbj und

X =



1 x11 · · · x1j · · · x1m

1 x21 · · · x2j · · · x2m
...

...
...

...
1 xi1 · · · xij · · · xim
...

...
...

...
1 xn1 · · · xnj · · · xnm


die (n ×m + 1)–dimensionale Matrix der Werte der unabhängigen Variablenxj

bezeichnet.

Im Fall der bivariaten Regression hat die Matrix der unabhängigen VariablenX
genau zwei Spalten (m = 0, 1) und der Vektor der Regressionskoeffizienten zwei
Werte (b0, b1).

Beispiel: Überpr̈ufung einer (Meß-)Theorie der Parteisympathie

Hypothese: Parteisympathie ist eine lineare Projektion der persönlichen Sympa-
thien und Antipathien gegenüber einzelnen Parteipolitikern auf eine
Partei.

Ausgangspunkt f̈ur die Überpr̈ufung der Hypothese mit Hilfe der multiplen Re-
gressionsanalyse ist die oben eingeführte Matrizengleichung, wobei

y =


y1

y2
...

yn


den Vektor der Antworten auf die Sympathieskalometerfrage zu einer Partei (z.B.
CDU) bezeichnet, ẅahrend

X =



1 x11 · · · x1j · · · x1m

1 x21 · · · x2j · · · x2m
...

...
...

...
1 xi1 · · · xij · · · xim
...

...
...

...
1 xn1 · · · xnj · · · xnm


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die (n × m + 1)–Matrix der Antworten aufm Sympathieskalometerfragen
bez̈uglich Spitzenpolitikern aus dieser Partei ist.

Die formulierte Grundgleichung der multiplen Regression beschreibt einen deter-
ministischen Zusammenhang zwischen abhängiger und unabḧangigen Variablen,
der in den Sozialwissenschaften in der Regel unangemessen ist.

Analog zum bivariaten Ansatz wird die Existenz eines Fehlertermsei (i =
1, . . . , n) angenommen, in dem alle Schätzfehler deryi-Werte aufgrund derxij-
Werte zusammengefaßt sind (z.B. Einflüsse nicht ber̈ucksichtigter Erkl̈arungsva-
riablen, Meßfehler f̈ur yi, fehlerhafte Spezifikation der funktionalen Beziehung
zwischenyi undxij).

Da e als Zufallsvariable aufgefaßt werden kann, deren Werteei die yi zus̈atzlich
beeinflussen — wobei sich deren Wirkung im Mittel aufhebt (E(e) = 0) —, wird
bei Einbeziehung derei in die Regressionsgleichung auch von einemstochasti-
schen Regressionsmodellgesprochen:

yi = b0xi0 + b1xi1 + b2xi2 + . . . + bmxim + ei, (i = 1, . . . , n)

bzw.
y = Xb + e

Lediglich die gescḧatzten Variablenwertêyi erfüllen die urspr̈ungliche Regressi-
onsgleichung mit

ŷi = b0xi0 + b1xi1 + b2xi2 + . . . + bmxim, (i = 1, . . . , n)

bzw.
ŷ = Xb

Somit l̈aßt sich das stochastische Regressionsmodell auch wie folgt modellieren:

yi = ŷi + ei, (i = 1, . . . , n)

bzw.
y = ŷ + e

Hieraus folgt f̈ur den Fehlerterm:

ei = yi − ŷi, (i = 1, . . . , n)

bzw.
e = y − ŷ
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6.2.2 Die Verallgemeinerung der Kleinstquadratscḧatzung für
m Regressoren (m > 1)

Ebenso wie im bivariaten Fall besteht die Aufgabe bei der multiplen Regression
darin, den Regressionskoeffizientenb durch Minimierung des Fehlertermse mit
Hilfe der Kleinstquadratmethode zu schätzen.

Die Regressionsgleichung, die Prognosegleichung und der Fehlerterm lauten für
den allgemeinen Fall:

yi = b0xi0 + b1xi1 + b2xi2 + . . . + bmxi(m) + ei

ŷi = b0xi0 + b1xi1 + b2xi2 + . . . + bmxim

ei = yi − ŷi

bzw. in Matrizenschreibweise:

y = Xb + e

ŷ = Xb

e = y −Xb

Die Matrix X und der Vektor der abḧangigen Variablen(y ) sind gegeben. F̈ur die
Scḧatzung der Regressionskoeffizienten wird von der Summe der Fehlerquadrate
derei (i = 1, . . . , n) ausgegangen:

S(e) =
n∑

i=1

e2
i =

n∑
i=1

(yi − ŷi)
2

=
n∑

i=1

(yi − (b0x0 + b1xi1 + . . . + bmxim))2 !
= Minimum

Die Durchf̈uhrung der Kleinstquadratschätzung erfolgt in der Matrizenschreib-
weise. DerÜbergang von der Summen- zur Matrizendarstellung für das Minimie-
rungskriteriumS(e) läßt sich dabei an einem einfachen Beispiel erläutern (n = 2):

2∑
i=1

e2
i = e2

1 + e2
2 = (e1 e2)

(
e1

e2

)
= eT e

Die zu minimierende Funktion lautet also in Matrizenschreibweise:

S(e) = eT e
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= (y −Xb)T (y −Xb)

= yT y − yT Xb− bT XT y + bT XT Xb

= yT y − (Xb)T y − bT XT y + bT XT Xb

= yT y − bT XT y − bT XT y + bT XT Xb

= yT y − 2bT XT y + bT XT Xb

Partielle Ableitungen nachb:

δS(e)

δb
=

δ(yT y)

δb
− 2

δ(bT XT y)

δb
+

δ(bT XT Xb)

δb
= −2XT y + 2XT Xb

Normalengleichung für b:

0 = −2XT y + 2XT Xb

XT Xb = XT y

Unter der Voraussetzung, daß(XT X) invertierbar ist, kann die Gleichung von
links mit (XT X)−1 multipliziert werden:

(XT X)−1(XT X)b = (XT X)−1XT y

Da (XT X)−1(XT X) = En undEnb = b lautet die L̈osung f̈ur die Scḧatzung
des Regressionskoeffizientenvektorsb:

b = (XT X)−1XT y
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Eigenschaften vonbj:

• Steigt (f̈allt) unter sonst gleichen Bedingungen der Wert desj-ten Regressi-
onskoeffizienten um eine Einheit, dann steigt (fällt) der Wert der abḧangigen
Variablen um so viele Einheiten, wiebj groß ist.

• Das Vorzeichen vonbj gibt die Richtung der Beziehung zwischenxj und y
an.

• bj ist der relative Erkl̈arungsbeitrag der Variablenxj für y, wenn allëubrigen
xk (k 6= j) konstant und die Maßeinheiten der betrachteten Variablen gleich
sind. Dies wird durch die Standardisierung derbj erreicht:

Berechnung von standardisierten Regressionskoeffizientenb∗j aus bj

(s.S. 99):

b∗j = bj

sxj

sy

, (j = 0, . . . ,m)

• Der standardisierte Regressionskoeffizient ist dimensionslos und auf das In-
tervall von[−1, +1] beschr̈ankt.

Die ScḧatzfunktionS(e) ist — als lineares Gleichungssystem — nur dann ein-
deutig l̈osbar, wenn die Zahl der Untersuchungseinheiten größer oder gleich der
Anzahl der unabḧangigen Variablen ist (n ≥ m), d.h. wenn es mindestens so viele
Bestimmungsgleichungen wie unbekanntebj gibt.

Bemerkung: Die Forderung nach Invertierbarkeit von(XT X)−1 ist die Verall-
gemeinerung der Forderung im bivariaten Fall, daß die Varianz der
erklärenden Variablenx(j) ungleich Null ist.

Voraussetzung für die Invertierbarkeit von(XT X)−1 ist dabei die
Annahme, daßalle Variablenxj voneinanderlinear unabḧangig
sind:

xj (j = 0, . . . ,m) linear unabḧangig
=⇒ Rang(X) ist maximal (= n)
=⇒X ist regul̈ar
=⇒XT X ist regul̈ar und invertierbar
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6.2.3 Ein Gütemaß zur Beurteilung von Regressionsscḧatzun-
gen

Ebenso wie im bivariaten Fall läßt sich auch hier das BestimmtheitsmaßR2 als
Gütekriterium verallgemeinern (vgl. Kapitel 5.4.3). Danach gilt für R2 :

R2 =

n∑
i=1

ŷ2
i − nȳ2

n∑
i=1

y2
i − nȳ2

bzw. in Matrizenschreibweise:

R2 =
ŷT ŷ − nȳ2

yT y − nȳ2

Weiterhin l̈aßt sich umformen:

ŷT ŷ = (Xb)T Xb

= bT XT Xb

= bT XT X(XT X)−1XT y

= bT XT y

Somit l̈aßt sichR2 ausy, X undb berechnen:

R2 =
bT XT y − nȳ2

yT y − nȳ2

Eigenschaften vonR2:

1. R2 gibt den Anteil der durch alle unabhängigen Variablenxj erklärten Va-
rianz von y an (PRE-Maß:0 ≤ R2 ≤ 1)

2. Analog zum bivariaten Fall istR2 abḧangig von extremen F̈allen, d.h. es
werden nicht alle Variablenwerte gleich behandelt.

3. Weiterhin istR2 abḧangig von der Zahl der unabhängigen Variablen,nicht
aber von der Anzahl der Fälle — wenn die(k + 1)-te Variable nicht linear
von denk bisher in die Regression aufgenommenen Variablen abhängig ist,
steigtR2 durch die Hinzunahme der(k + 1)-ten Variable an; bein Fällen
ist die n-te Variable auf jeden Fall von allen anderen Variablen abhängig,
daher istR2 bein Fällen undn− 1 Variablen auf jeden Fall gleich 1.
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4. Das korrigierteR2: R̂2 =
(
R2 − k

n−1

) (
n−1

n−k−1

)
trägt diesem Effekt

Rechnung; hier kann allerdings die Aufnahme einer zusätzlichen Variablen
zu einer Verminderung des korrigiertenR2 führen.

Gründe f̈ur ein niedrigesR2:

• Spezifikationsfehler (z.B. fehlende Erklärungsvariablen)

• Meßfehler in den Indikatoren (wird etwa in dem folgenden Beispiel zu je-
dem Wert der abḧangigen Variablen V217 eine normalverteilte Zufallsva-
riable mit Mittelwert 0 und Standardabweichung 0.2 addiert, so sinktR2

geringf̈ugig ab; bei einer Standardabweichung von 1 sinktR2 von 0.70144
auf 0.61422; dabei wurde nur V225 als unabhängige Variable benutzt)

Das nachfolgende Beispiel zeigt die Ergebnisse einer multiplen Regression mit
der Zufriedenheit mit der Regierung (V217) als abhängiger Variable und den
Sympathieskalometern von führenden Politikern der Regierungsparteien CDU,
CSU und FDP (Bangemann (V222), Genscher (V224), Kohl (V225), Stoltenberg
(V228), Strauß (V229)) als unabhängige Variablen. Die Auswahl der Regressions-
methodeFORWARDbedeutet, daß nacheinander immer die Variable in die Regres-
sionsgleichung einbezogen wird, die jeweils den größten Anteil an der Varianz der
abḧangigen Variablen erklärt und die gleichzeitig auf dem 5%-Niveau (Default-
Einstellung) signifikant ist (sieheSig T -Werte).

Die Analyse zeigt, daß erwartungsgemäß Kohl mit einem Erkl̈arungsanteil von
über 70% (R Square = 0.70144) als erste Variable in die Gleichung einbezo-
gen wird. Im zweiten Schritt erfolgt die Hinzunahme von Stoltenberg, so daß
für beide Variablen zusammen ein Erklärungsanteil von 72.3% (R Square =
0.72328) ereicht wird. Ein dritter Regressionsschritt schließlich bringt eine Er-
weiterung durch Strauß (als Nichtregierungsmitglied!) und damit einen Gesamter-
klärungsanteil von 73.1% (R Square = 0.73075). Wie aus denSig T -Werten
für die Sympathieskalometer für Genscher und Bangemann ersichtlich (0.1495
bzw. 0.4621), sind diese beiden Variablen auf dem 5%-Niveau nicht signifikant
und werden daher nicht in die Regressionsgleichung aufgenommen.

Insgesamt zeigt sich, daß der multiple Regressionsansatz die Hypothese von der
herausragenden Bedeutung der Person des Kanzlers für die Zufriedenheit mit der
Regierung noch stärker untersẗutzt, als dies bei der bivariaten Regression der Fall
war.

* SPSS-Aufruf: REGRESSION /VARIABLES V217 V222 V224 V225 V228 V229
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* /DEPENDENT V217 /METHOD FORWARD.

* * * * M U L T I P L E R E G R E S S I O N * * * *

Equation Number 1 Dependent Variable.. V217 SKALOMETER:CDU CSU-FDP
Variable(s) Entered on Step Number

1.. V225 SKALOMETER: H KOHL

Multiple R .83752
R Square .70144
Adjusted R Square .70083
Standard Error 1.50646

Analysis of Variance
DF Sum of Squares Mean Square

Regression 1 2575.29474 2575.29474
Residual 483 1096.12794 2.26942

F = 1134.78300 Signif F = .0000

------------------ Variables in the Equation ------------------

Variable B SE B Beta T Sig T

V225 .720092 .021376 .837522 33.687 .0000
(Constant) 2.095243 .153430 13.656 .0000

------------- Variables not in the Equation -------------

Variable Beta In Partial Min Toler T Sig T

V222 .005460 .008330 .694818 .183 .8550
V224 .072714 .118912 .798453 2.629 .0088
V228 .196943 .270467 .563085 6.168 .0000
V229 .181397 .229683 .478658 5.181 .0000
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* * * * M U L T I P L E R E G R E S S I O N * * * *

Equation Number 1 Dependent Variable.. V217 SKALOMETER:CDU CSU-FDP
Variable(s) Entered on Step Number

2.. V228 SKALOMETER:G STOLTENBERG

Multiple R .85046
R Square .72328
Adjusted R Square .72214
Standard Error 1.45182

Analysis of Variance
DF Sum of Squares Mean Square

Regression 2 2655.47899 1327.73949
Residual 482 1015.94370 2.10777

F = 629.92707 Signif F = .0000

------------------ Variables in the Equation ------------------

Variable B SE B Beta T Sig T

V225 .608166 .027454 .707344 22.153 .0000
V228 .242621 .039336 .196943 6.168 .0000
(Constant) 1.021944 .228353 4.475 .0000

------------- Variables not in the Equation -------------

Variable Beta In Partial Min Toler T Sig T

V222 -.035880 -.055423 .498834 -1.217 .2241
V224 .018568 .029657 .497841 .651 .5155
V229 .130512 .164307 .407351 3.653 .0003
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* * * * M U L T I P L E R E G R E S S I O N * * * *

Equation Number 1 Dependent Variable.. V217 SKALOMETER:CDU CSU-FDP
Variable(s) Entered on Step Number

3.. V229 SKALOMETER: F J STRAUSS

Multiple R .85484
R Square .73075
Adjusted R Square .72907
Standard Error 1.43357

Analysis of Variance
DF Sum of Squares Mean Square

Regression 3 2682.90607 894.30202
Residual 481 988.51661 2.05513

F = 435.15634 Signif F = .0000

------------------ Variables in the Equation ------------------

Variable B SE B Beta T Sig T

V225 .546933 .031872 .636125 17.160 .0000
V228 .199723 .040578 .162122 4.922 .0000
V229 .110945 .030369 .130512 3.653 .0003
(Constant) 1.024042 .225484 4.542 .0000

------------- Variables not in the Equation -------------

Variable Beta In Partial Min Toler T Sig T

V222 -.042054 -.065748 .378548 -1.444 .1495
V224 .020739 .033574 .398552 .736 .4621

Equation Number 1 Dependent Variable.. V217 SKALOMETER:CDU CSU-FDP
End Block Number 1 PIN = .050 Limits reached.
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6.2.4 Signifikanztests in der multiplen Regressionsanalyse

In der multiplen Regressionsanalyse sind sowohl die berechneten Regressions-
koeffizientenb als auch die G̈ute der GesamtschätzungR2 auf ihre Signifikanz
bezogen auf die Grundgesamtheit zu testen.1

Mit Hilfe inferenzstatistischer Schlüsse lassen sich im Rahmen der multiplen Re-
gression zum Beispiel folgende Fragen beantworten:

• Hat eine Gruppe vonm Regressoren oder haben einzelne Regressoren einen
signifikanten Einfluß auf y?

• Ist ein gescḧatztesR2 signifikant? Insbesondere: Wird bei Hinzunahme ei-
ner weiteren unabḧangigen Variablen (xm+1) R2 signifikant?

• In der Stichprobe wurden zwei Regressionskoeffizientenbi undbj gescḧatzt.
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß in der Grundgesamtheitbi von bj

verschieden ist?

Dabei wird der Test vonb analog zum bivariaten Fall für jeden einzelnen Regres-
sionskoeffizientenbj (j = 1, . . . ,m) mittelst-Test (vgl. Kapitel 5.4.5) vorgenom-
men.

Der Signifikanztest f̈ur die Gesamtg̈ute der Scḧatzung erfolgt mit Hilfe desF -
Tests. Als Vorbereitung hierzu ist es notwendig, für den zu testenden Parameter
R2 eine Zufallsvariable zu konstruieren, die einer bekannten Wahrscheinlichkeits-
verteilung — hier derF -Verteilung — gen̈ugt (vgl. Anhang A.3).

Da sichR2 aus der Summe der quadrierten Zufallsvariablenyi bildet (vgl. yT y
in der Berechnungsformel für R2), handelt es sich bei diesem Anteil der erklärten
Varianz von y ebenso um eineχ2-verteilte Zufallsvariable wie bei dem Anteil der
unerkl̈arten Varianz1 − R2. Somit l̈aßt sich eineF -verteilte Zufallsvariable mit
df1 = k − 1 unddf2 = n− k Freiheitsgraden konstruieren:

F =
Anteil erkl̈arter Varianz von y

Anteil nicht erkl̈arter Varianz von y

=
R2/(k − 1)

(1−R2)/(n− k)

=
R2(n− k)

(1−R2)(k − 1)

1Der Test vonR2 erübrigt sich im bivariaten Fall, da für standardisierte Variablenb1 = r =√
R2 gilt.
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Bei dem hier durchgeführten Test handelt es sich um einen einseitigen Test, da
— wie aus der graphischen Darstellung derF -Verteilung ersichtlich —F für alle
Werte der Zufallsvariablen größer ist als0.

Durchf ührung des Hypothesentests

1. Schritt: Hypothesenformulierung

H0 : β1 = β2 = . . . = βm = 0

HA : β1 6= 0 ∨ β2 6= 0 ∨ . . . ∨ βm 6= 0

2. Schritt: Bestimmung einer Prüfverteilung

F =
R2(n− k)

(1−R2)(k − 1)

3. Schritt: Bestimmung der Freiheitsgrade

df1 = k − 1
df2 = n− k

4. Schritt: Bestimmung des Signifikanzniveausα

5. Schritt: Ermittlung des theoretischen VerteilungswertesF und Berechnung des
empirischen VerteilungswertesFemp

Während der theoretische VerteilungswertF in Abhängigkeit vonα,
df1 und df2 aus Tabellen ermittelt werden kann, läßt sichFemp nach
obiger Formel berechnen.

6. Schritt: Entscheidung̈uber die Ablehnung vonH0

Es gilt:P (Femp < F ) = 1− α

Femp < F : Der empirischeF -Wert befindet sich im geẅahlten
Vertrauensbereich (1 − α), d.h. die Informationen rei-
chennichtaus, umH0 zu verwerfen.

Femp ≥ F : Der empirischeF -Wert befindet sich nicht im Bereich
der geẅahlten Irrtumswahrscheinlichkeit, d.h. es be-
steht nur noch eine Wahrscheinlichkeit vonα, daß
der F -Wert gr̈oßer als der Prüfwert ist und somitH0

fälschlicherweise verworfen wird.
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Interpretation: Bei Ablehnung der Nullhypothese hat das geschätzte Regressi-
onsmodell einen von Null verschiedenen signifikanten Varian-
zerkl̈arungsanteil.

Bemerkung: Im Rahmen einer multiplen Regressionsanalyse mit Hilfe von
SPSS werden diet-Werte und derF -Wert zusammen mit den
daraus resultierenden Signifikanzniveaus (Sig T bzw. Si-
gnif F ) standardm̈aßig ausgegeben. So bedeutet ein Signi-
fikanzniveauSignif F = 0.023, daß die gesamte Regressi-
onsscḧatzung mit einer Fehlerwahrscheinlichkeit von 2.3% si-
gnifikant ist. Ein vorab festgelegtes Niveau von 5% würde da-
nach zur Ablehnung der Nullhypothese führen.

In dem ausf̈uhrlichen Beispiel auf Seite 132 wird ein Signifi-
kanzniveau vonSignif F = 0.0000 ermittelt, d.h. die für die
Regressionsschätzung geltende Fehlerwahrscheinlichkeit liegt
sehr nahe bei Null.

6.2.5 Annahmen̈uberpr üfung im klassischen, linearen Regres-
sionsmodell

Wie in den vorangegangenen Kapiteln gezeigt, ist die Anwendbarkeit von Ver-
fahren der Regressionsanalyse an bestimmte Annahmen geknüpft (z.B. Ho-
moskedastiziẗat). Das Nichterf̈ulltsein dieser Voraussetzungen verhindert nicht
zwangsl̈aufig die Anwendung dieser Verfahren, es kann aber dazu führen, daß

• ein geeigneteres Schätzverfahren anzuwenden ist (z.B. 2KQ-Schätzung,
Aitken-Scḧatzung) bzw.

• Interpretationen nur in eingeschränktem Maße zulässig sind.

Die Kenntnis dieser Annahmenund ihre Überpr̈ufung sind daher notwendiger
Bestandteil einer konkreten Regressionsanalyse.

Ausgehend von der allgemeinen Regressionsgleichung

y = Xb + e

werden daher im folgenden

• die wesentlichen Annahmen des klassischen, linearen Regressionsmodells
noch einmal zusammengestellt und
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• Möglichkeiten zu ihrer̈Uberpr̈ufung und geeignete Abhilfmaßnahmen bei
Nichterfülltsein aufgezeigt.

Dabei ist zu ber̈ucksichtigen, daß die geschildertenÜberpr̈ufungsm̈oglichkeiten
einen erheblichen Interpretationsspielraum für den Anwender beinhalten, da es
sichüberwiegend um die visuelle Beurteilung von Graphiken (z.B. Verteilung der
Residuen) handelt.

In der folgenden Tabelle sind die zuüberpr̈ufenden Annahmen nach den einzelnen
Elementen der Regressionsgleichung aufgeschlüsselt:

allgemein y X b e
linearer Zu-
sammenhang
zwischen y
und xj, (j =
1, . . . ,m)

Normalver-
teilung

lineare Un-
abḧangigkeit
derxj

konstante
Regressions-
koeffizienten
bj, (j =
1, . . . ,m),
für alle Un-
tersuchungs-
einheiten

Normal-
verteilung;
E(e) = 0;
konstante
Varianz
(Homoske-
dastiziẗat);
keine Auto-
korrelation

Die Überpr̈ufung, ob die Regressionskoeffizientenb für alle Beobachtungen kon-
stant sind, unterbleibt, da diese Annahme für Querschnittsanalysen, d.h. für Date-
nerhebungen zu einem Zeitpunkt, im allgemeinen plausibel ist. Für Längsschnitt-
untersuchungen (z.B. Zeitreihen) dagegen kommt diesem Aspekt Bedeutung zu,
da die Gewichtung einer unabhängigen Variablen, ausgedrückt durch den jewei-
ligen Regressionskoeffizienten, sich durch unerwartete Ereignisse im Zeitverlauf
ver̈andern kann (z.B. die Sympathie für einen Minister aufgrund eines von ihm
durchgesetzten Gesetzesvorhabens).

Die in den folgenden Kapiteln dargestellten Ergebnisse eines SPSS-Laufes bezie-
hen sich alle auf das Regressionsbeispiel auf Seite 132ff, bei dem der Einfluß der
Sympathie zu einzelnen, führenden Politikern der Regierungsparteien CDU, CSU
und FDP (Bangemann, Genscher, Lambsdorff, Kohl, Blüm, Stoltenberg, Strauß)
auf die Sympathie zur Regierung insgesamt untersucht wurde.

1. Linearit ät

Der lineare Zusammenhang zwischen y und denxj wird anhand der Form der
in Streuungsdiagrammen(SPSS:REGRESSION .../SCATTERPLOT(...) )
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dargestellten Punktwolkëuberpr̈uft. Dies ist im bivariaten Fall auf direktem Weg
möglich:

Standardized Scatterplot
Across - V225 Down - V217
Out ++-----+-----+-----+-----+-----+-----++

3 + + Symbols:
| |
| | Max N

2 + +
| . .* | . 7.0
| . : ** | : 14.0

1 + + * 28.0
| . . * * *. |
| . . .. . . * * * .. |

0 + . . .. . . * : . . +
| . . .: : * : . . .. |
| . . .. . . . . |

-1 + . . .. : . . . +
| : . .. . . . |
| . . .. . |

-2 + * . . . +
| |
| |

-3 + +
Out ++-----+-----+-----+-----+-----+-----++

-3 -2 -1 0 1 2 3 Out

Abb. 6.1: Sympathie Regierung (V217)↔ Sympathie Kohl (V225)

Im multiplen Fall erlaubt die Untersuchung des Streuungsdiagramms zwischeny
und den gescḧatzten Werten auf der “Regressionsgerade”ŷ eine Aussagëuber die
Lineariẗat. Dem liegt folgendëUberlegung zugrunde:

e = y − ŷ

= y −Xb
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Im Falle = 0, d.h. wenn die Anpassung der empirischen Werte von y an die Werte
auf der “Regressionsgeraden”ŷ optimal ist, gilt:

y = ŷ

Für das Streuungsdiagramm mit diesen beiden Variablen bedeutet dies, daß um so
eher die Lineariẗatsannahme gerechtfertigt ist, je näher die Punkte an der Winkel-
halbierenden (y = ŷ) liegen:

Standardized Scatterplot
Across - *ZPRED Down - V217
Out ++-----+-----+-----+-----+-----+-----++

3 + + Symbols:
| |
| | Max N

2 + +
| : | . 18.0
| * | : 36.0

1 + + * 74.0
| * |
| * |

0 + * +
| * |
| : |

-1 + * +
| : |
| . |

-2 + : +
| |
| |

-3 + +
Out ++-----+-----+-----+-----+-----+-----++

-3 -2 -1 0 1 2 3 Out

Abb. 6.2: Sympathie Regierung (V217)↔ gescḧatzte Sympathie Regierung (*ZPRED)

Wurde zuvor ein nichtlinearer, mathematischer Zusammenhang eindeutig iden-
tifiziert (z.B. Exponentialfunktion), besteht in bestimmten Fällen die M̈oglich-
keit einerTransformationauf einen linearen Ansatz. Dabei ist zu berücksichtigen,
daß durch eine Transformation Eigenschaften verlorengehen bzw. neu entstehen
können (z.B.xij > 0 bei einer logarithmischen Transformation), die zusätzlich
überpr̈uft werden m̈ussen.

Beispiele:

1. y = aebxe′

=⇒
y′ = a′ + bx + e′′

mit y′ = ln y
a′ = ln a
e′′ = ln e′

6

-
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2. y = a + b1x1 + b2x
2
1 + e′

=⇒
y′ = a + b1x1 + b2x2 + e′

mit x2 = x2
1

6

-
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3. y = a + b log x + e′

=⇒
y′ = a + b x′ + e′

mit x′ = log x

6
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4. y = a + b 1
x

+ e′

=⇒
y′ = a + b x′ + e′

mit x′ = 1
x

6

-pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
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Abb. 6.3: Graphische Bedeutung verschiedener Transformationen

2. Annahmen bez̈uglich der Residuen

Die meisten Annahmen werden bezüglich der Residuene getroffen. Insofern ist
die Untersuchung der Residuen (= Residuenanalyse) ein Schwerpunkt bei der An-
nahmen̈uberpr̈ufung (SPSS:REGRESSION .../RESIDUALS ).

Der Mittelwert der Residuen ist dabeiüber die Residuenstatistik ermittelbar:

Equation Number 1 Dependent Variable.. V225 SKALOMETER: H KOHL
Residuals Statistics:

Min Max Mean Std Dev N

*PRED .8515 10.6278 6.4489 2.6989 499
*RESID -6.6949 7.1932 .0000 1.7470 499
*ZPRED -2.0739 1.5484 .0000 1.0000 499
*ZRESID -3.8284 4.1133 .0000 .9990 499

Total Cases = 500
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Die Überpr̈ufung auf Normalverteilung der Residuen ist auf zwei verschiedene
Arten möglich:

1. Ausgabe eines Residuenhistogramms (mit eingeblendeter Normalvertei-
lung)

(SPSS:REGRESSION .../RESIDUALS HISTOGRAM(*ZRESID) )

Histogram - Standardized Residual

N Exp N (* = 2 Cases, . : = Normal Curve)
2 .38 Out *
4 .76 3.00 **
0 1.95 2.67 .
4 4.45 2.33 *:
7 9.10 2.00 ****.
4 16.68 1.67 ** .

22 27.38 1.33 *********** .
0 40.25 1.00 .

97 53.00 .67 *************************:***********************
94 62.51 .33 ******************************:****************
85 66.05 .00 ********************************:**********
86 62.51 -.33 ******************************:************

0 53.00 -.67 .
49 40.25 -1.00 *******************:*****

0 27.38 -1.33 .
20 16.68 -1.67 *******:**
13 9.10 -2.00 ****:**

0 4.45 -2.33 .
8 1.95 -2.67 :***
0 .76 -3.00
4 .38 Out **

2. Darstellung der Wahrscheinlichkeitsverteilung für die Residuen (in der
SPSS-Grafik:Observed ) zusammen mit der für die Normalverteilung
(graphisch:Expected ).

(SPSS:REGRESSION .../RESIDUALS NORMPROB(*ZRESID))

Je n̈aher dabei die Punkte an der Winkelhalbierenden liegen, um so besser
ist die Ann̈aherung der Residuen an die Normalverteilung. Aufgrund des
funktionalen Zusammenhangs zwischene und y in der Regressionsglei-
chung folgt aus der Normalverteilung vone auch die Normalverteilung von
y.
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Normal Probability (P-P) Plot
Standardized Residual

1.0 +---------+---------+---------+--------**
| *** |
| ****. |
| * . |
| . |

.75 + * +
| ****** |

O | . |
b | *. |
s | . |
e .5 + . +
r | . * |
v | . |
e | .******* |
d | . * |

.25 + . +
| ******* |
| . |
| **** |
|** |
+---------+---------+---------+---------+ Expected

.25 .5 .75 1.0

Abb. 6.4: Streudiagramm von beobachteter und erwarteter Wahrscheinlichkeitsverteilung

Bei derÜberpr̈ufung, ob die Varianz der Residuen konstant ist (Homoskedasti-
zität), ergibt sich das Problem, daß lediglich eine Stichprobe vorliegt. Hinweise
darauf, daß die Varianz bei mehreren Stichproben konstant bleiben könnte, erge-
ben sich durch die Untersuchung der Streuungsdiagramme zwischen dem Resi-
duum und der unabhängigen Variablen oder dem Residuum und der geschätzten
abḧangigen Variablen (Abbildung 6.5)

(SPSS: REGRESSION .../RESIDUALS /SCATTER-
PLOT(*RESID,V225) bzw. /RESIDUALS /SCATTER-
PLOT(*RESID,*PRED) ).

Falls die Spannweite der Residuen mit ansteigenden (fallenden) Werten der je-
weils anderen Variablen ebenfalls ansteigt (fällt), weist dies darauf hin, daß die
Variabilität bei kleinen (großen) Werten der abhängigen Variablen kleiner (größer)
ist als bei großen (kleinen).
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Standardized Scatterplot
Across - V225 Down - *RESID
Out ++-----+-----+-----+----- .. --+-----++

3 + . . + Symbols:
| |
| . . | Max N

2 + . . .. +
| . . | . 7.0
| .. . . . . . .. | : 14.0

1 + + * 28.0
| . .. : . : : * ** |
| * * ** |

0 + * . .. . * * +
| . . .. : . * * : . |
| |

-1 + : . .: . . . . . +
| |
| . . .. . |

-2 + . . .. +
| |
| . . .. |

-3 + +
Out ++-----+ . . +-----+-----+-----+-----++

-3 -2 -1 0 1 2 3 Out

Standardized Scatterplot
Across - *PRED Down - *RESID
Out ++-----+-- . + . --+-----+-----+-----++

3 + . . + Symbols:
| |
| . . | Max N

2 + . . . . +
| . . | . 7.0
| . . . . . . . . . | : 14.0

1 + + * 28.0
| . . . : . : : * * * |
| * * * * |

0 + * . . . . * * +
| . . . . : . * * : . |
| |

-1 + : . . : . . . . . +
| |
| . . . . . |

-2 + . . . . +
| |
| . . . . |

-3 + +
Out ++-----+-----+----- . . -+-----+-----++

-3 -2 -1 0 1 2 3 Out

Abb. 6.5: Streudiagramm von Residuum und unabhängiger/gescḧatzter Variablen

Im obigen Beispiel ist dies nicht erkennbar, sondern die Punktwolke entspricht
eher einem gleichm̈aßigen horizontalen Band. Ein typisches Punktwolkenmuster,
das auf m̈ogliche Homoskedastizität hinweist, zeigt das konstruierte Beispiel in
Abbildung 6.6, in dem die Residuen mit steigender unabhängiger Variable einen
Trichter bilden.
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Standardized Scatterplot
Across - Vxxxx Down - Vyyyy
Out ++-----+-----+-----+-----+-----+-----++

3 + . . . + Symbols:
| . . . . |
| . . : . . : | Max N

2 + . . . . . . . +
| . . : . . . * * | . 7.0
| . . . . . . . * . | : 14.0

1 + . . . . . . . * : . + * 28.0
| . . : . : * * * . : . : . |
| . . . . * . * * * * * : : . |

0 + . . * . . . . * * . . . . : : : . +
| . . . . * . : . * * : : . . . . |
| . . . . . . . . . * : * : . |

-1 + : . . : . . . . . . : * * +
| . . . . . . . . . . * |
| . . . . . . . . |

-2 + . . . : . . . . +
| . . . . . . |
| . . . : . |

-3 + . . . +
Out ++-----+-----+-----+-----+-----+--. .++

-3 -2 -1 0 1 2 3 Out

Abb. 6.6: Streudiagramm m̈oglicher Homoskedastizität

Bei der Untersuchung der Residuen auf Autokorrelation besteht die Möglichkeit
einer fallweisen Ausgabe der Residuen.

(SPSS: REGRESSION .../CASEWISE OUTLIERS(3)
PLOT(*ZRESID) )

Casewise Plot of Standardized Residual

Outliers = 3. *: Selected M: Missing

-6. -3. 3. 6.
Case # O:.......: :.......:O V225 *PRED *RESID

5 . *.. . 1 6.7173 -5.7173
98 . * .. . 1 7.6949 -6.6949

194 . *.. . 2 7.6949 -5.6949
287 . ..* . 11 5.7397 5.2603
323 . .. * . 11 4.7620 6.2380
336 . *.. . 1 6.7173 -5.7173
376 . .. * . 10 2.8068 7.1932
418 . ..* . 11 5.7397 5.2603

8 Outliers found.
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Outliers - Standardized Residual

Case # *ZRESID

376 4.11329
98 -3.82835

323 3.56704
336 -3.26932

5 -3.26932
194 -3.25653
418 3.00800
287 3.00800
190 2.98242
150 2.98242

Ein erkennbares Muster bei der Ausgabe weist dabei auf eine gegenseitige
Abhängigkeit von Residuenwerten hin. Die Möglichkeit der fallweisen Ausga-
be von Residuen eignet sich sinnvollerweise nur für relativ kleine Stichproben.
Ebenso ist darauf hinzuweisen, daß bei Querschnittsbefragungen die Erfassungs-
reihenfolge keine Rolle spielt und somit das Nichterkennen eines Musters Auto-
korrelation nicht automatisch ausschließt2.

Im Zusammenhang mit der Residuenanalyse sind einige generelle Bemerkungen
zur Behandlung von “Ausreißern” angebracht:

Als Ausreißer werden F̈alle bezeichnet, die (relativ) weit von der Regressions-
geraden entfernt liegen (z.B. mehr als zwei Standardabweichungen), also durch
diese schlecht geschätzt werden und die G̈ute der Scḧatzung insgesamt herabset-
zen. Mit Hilfe einer Residuenanalyse (vgl. obiges Beispiel) lassen sich Ausreißer
identifizieren, um beispielsweise auf der Ebene des einzelnen Datensatzes nach
Ursachen zu suchen (z.B. Kodierfehler, generelles extremes Antwortverhalten)
oder auch den relativen Einfluß dieser Fälle abscḧatzen zu k̈onnen (z.B. Regressi-
onsscḧatzung unter Ausschluß der Ausreißer).

3. Kollinearit ät zwischen Regressoren

Die Forderung nach linearer Unabhängigkeit zwischen den einzelnen erklärenden
Variablenxj läßt sich direkt aus dem linearen Regressionsmodell ableiten. Sei
dazu beispielsweise

y = b0 + b1x1 + b2x2 + e, mit x2 = ax1,

2Für die Untersuchung der Autokorrelation von Zeitreihen ist zusätzlich der Durbin-Watson-
Test anwendbar (SPSS:REGRESSION .../RESIDUALS DURBIN ).
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d.h.x2 ist linear vonx1 abḧangig. Dann gilt:

y = b0 + b1x1 + b2(ax1) + e

= b0 + (b1 + b2a)x1 + e

Im Rahmen der Regressionsanalyse werden die Koeffizientenb1 undb2 gescḧatzt.
Die Ermittlung des “wahren” Regressionskoeffizienten(b1 + b2a) ist nicht
möglich.

Für das Vorliegen von Kollinearitäten zwischen einzelnen Variablen gibt es eine
Reihe von Hinweisen:

• Hohe Korrelationen zwischen einzelnenxj in der Korrelationsmatrix.

• Hoher Standardfehler für bj (für nicht signifikante Variablen, bei gleichzei-
tiger signifikanter Gesamtschätzung), da dieser Wert direkt von der Kova-
rianz und damit auch von der Korrelation vonxj zu anderen Regressoren
abḧangt.

• Große Schwankungen der Werte vonbj, wenn Variablen aus dem Modell
entfernt werden.

Als mögliche Abhilfemaßnahmen bei vorliegender Kollinearität sind zu nennen:

• Entfernung linear abḧangiger Variablen aus der Regressionsgleichung. Je
nach Ausmaß der Kollinearität kann es hierbei allerdings zu einem Infor-
mationsverlust kommen.

• Abscḧatzen der Sẗarke der Kollineariẗat mittels Durchrechnen verschiede-
ner Variablenkombinationen.

• Vor der Durchf̈uhrung einer multiplen Regressionsanalyse Anwendung von
Verfahren, die linear voneinander abhängige Variablen “zusammenfassen”
(vgl. dazu Kapitel 6.3).
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6.3 Faktorenanalyse

6.3.1 Problemstellung

Im Rahmen der multiplen Regressionsanalyse führt die Kollineariẗat von Regres-
soren, d.h. lineare Abhängigkeiten zwischen einzelnen unabhängigen Variablen,
zu Verzerrungen bei der Schätzung von Regressionskoeffizienten. Große lineare
Abhängigkeiten zwischen Variablen lassen sich auch so interpretieren, daß die
entsprechenden Variablen letztendlichdenselbenSachverhalt messen. Hieraus er-
geben sich folgende Ausgangsfragen:

• Lassen sich derartig “zusammengehörige” Variablen auf geeignete Art und
Weise zu einem neuen “Konstrukt” zusammenfassen?

• Was messen diese Variablen dann schließlich?

Beispiel: Sympathieskalometer für Parteien

* SPSS-Aufruf: FACTOR /VARIABLES V212 TO V216
* /PRINT UNIVARIATE CORRELATION EXTRACTION.

Mean Std Dev Label

V212 7.42222 2.55892 SKALOMETER: SPD
V213 .97172 2.88708 SKALOMETER: CDU
V214 6.17778 3.13087 SKALOMETER: CSU
V215 6.11313 2.35411 SKALOMETER: FDP
V216 4.84848 2.94746 SKALOMETER: DIE GRUENEN

Number of Cases = 495

Correlation Matrix:

V212 V213 V214 V215 V216

V212 1.00000
V213 -.43295 1.00000
V214 -.44802 .83365 1.00000
V215 -.12926 .49995 .46390 1.00000
V216 .42477 -.45986 -.44019 -.17286 1.00000

Als ein Maß f̈ur die Beurteilung von linearer Abhängigkeit zwischen zwei Va-
riablen kann der Produkt-Moment-Korrelationskoeffizientr angesehen werden.
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Die Betrachtung einer Korrelationsmatrix gibt daher erste Anhaltspunkte für eine
mögliche Zusammenfassung von Variablen.

So lassen sich anhand der Korrelationskoeffizienten Gruppen von Parteien zu-
sammenfassen ((CDU, CSU, FDP) bzw. (SPD, Die Grünen)), die innerhalb einer
Gruppe deutlich positiv, zu Mitgliedern der anderen Gruppe aber negativ korre-
liert sind. Dies l̈aßt vermuten, daß die Ẅahler das Parteiensystem weitgehendein-
dimensionalmit den beiden PolenRegierungundOppositionsehen. Einëahnliche
Konstellation ergibt sich auf der Ebene der Sympathieskalometer von Politikern,
bei denen Regierungspolitiker bzw. Oppositionspolitiker untereinander eine ho-
he positive Korrelation aufweisen, während sie zu Politikern der jeweils anderen
Gruppe negativ korreliert sind.

* SPSS-Aufruf: FACTOR /VARIABLES V222 TO V231
* /PRINT UNIVARIATE CORRELATION EXTRACTION.

Mean Std Dev Label

V222 5.63333 2.40019 SKALOMETER: M BANGEMANN
V223 6.41042 2.74457 SKALOMETER: W BRANDT
V224 6.88333 2.34742 SKALOMETER:H D GENSCHER
V225 6.43542 3.20620 SKALOMETER: H KOHL
V226 4.90625 2.95364 SKALOMETER: O SCHILY
V227 7.26875 2.75375 SKALOMETER: J RAU
V228 7.38750 2.24302 SKALOMETER:G STOLTENBERG
V229 .39792 3.23956 SKALOMETER: F J STRAUSS
V230 6.40417 2.48233 SKALOMETER: H J VOGEL
V231 5.37708 2.53030 SKALOMETER: O LAMBSDORFF

Number of Cases = 480
Correlation Matrix:

V222 V223 V224 V225 V226 V227 V228

V222 1.00000
V223 -.15363 1.00000
V224 .58340 -.19767 1.00000
V225 .55007 -.50267 .45086 1.00000
V226 -.24693 .46085 -.19429 -.42843 1.00000
V227 -.15973 .64832 -.15500 -.44103 .32677 1.00000
V228 .50342 -.37925 .52405 .66042 -.33231 -.30723 1.00000
V229 .46396 -.41968 .37289 .72054 -.34628 -.36889 .62661
V230 -.08720 .58141 -.07322 -.26663 .31982 .70087 -.24753
V231 .60960 -.26734 .53675 .59347 -.23019 -.26805 .51566

V229 V230 V231

V229 1.00000



6.3. Faktorenanalyse 151

V230 -.23526 1.00000
V231 .53560 -.12702 1.00000

Unabḧangig davon, daß die Betrachtung von Korrelationskoeffizienten nur einen
ersten Anhaltspunkt für die m̈ogliche Strukturierung der vorliegenden Variablen
geben kann, zeigt dieses zweite Beispiel auch, daß die Korrelationsmatrix für eine
größere Anzahl von Variablen — und gerade dann machen Strukturierungen Sinn
— schnell un̈ubersichtlich wird.

Mit der Faktorenanalyse steht ein multivariates Verfahren zur Verfügung, das eine
systematische Entdeckung von nicht direkt meßbaren Variablen aus einer Menge
von gegebenen Variablen — auf der Basis einer Korrelationsmatrix — durchführt.
Die Aufgabenstellung der Faktorenanalyse läßt sich wie folgt pr̈azisieren:

Gegeben: mehrerenormalverteilte, metrisch skalierte, untereinander unkorre-
lierte Variablenxi (Observablen, Indikatoren)

Gesucht: einegeringereAnzahlnormalverteilter, metrisch skalierter, nicht un-
mittelbar beobachtbarer und in der Regel unkorrelierter Variablenfk

(Faktoren), mit deren Hilfe sich die Indikatoren einfacher beschreiben
lassen.

j j
�

�
���

A
A
AAU

�
�

���

A
A
AAU

HH
HHH

HHHj

�
�

�
��=

x1 x2 x3 x4

f1 f2

Abb. 6.7: Zuordnung von Faktoren zu Variablen

Ein weiteres Ziel der Faktorenanalyse ist daher neben einer Variablenstrukturie-
rung dieDatenreduktion.

Grunds̈atzlich lassen sich bei der Durchführung von Faktorenanalysen zwei Vor-
gehensweisen unterscheiden:

• Konfirmatorische Faktorenanalyse:
Überpr̈ufung theoretisch begr̈undeterAnnahmen, daß bestimmte Variablen
hoch mit bestimmten Faktoren korreliert sind.
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• Exploratorische Faktorenanalyse:
Untersuchung und Interpretation der sich aus den Variablen ergebenden
Faktorenmuster.

In der Praxis wird es dabei eher zu Mischformen kommen, indem auf der Grundla-
ge von theoretischen Vorüberlegungen mit den Ausgangsvariablen experimentiert
wird.

Die Faktorenanalyse bezeichnet kein einzelnes, vollständig festgelegtes Berech-
nungsverfahren, sondern sie umfaßt innerhalb einzelner Berechnungsstufen je-
weils eine Vielzahl von Varianten, deren konkrete Auswahl in der Veranwortung
eines Anwenders liegt.3 Die nachfolgenden Kapitel spiegeln in ihrer Abfolge den
grunds̈atzlichen Ablauf einer Faktorenanalyse unter Einbeziehung der notwendi-
gen Anwenderentscheidungen wider.

6.3.2 Das Fundamentaltheorem der Faktorenanalyse

Die Faktorenanalyse geht von der Grundannahme aus, daß zwischen Indikator-
variablen und den nichtmeßbaren Faktoren einlinearer Zusammenhangbesteht,
d.h.

xij = fi1a1j + . . . + fikakj + . . . + firarj

mit:

xij : Variablenwert des Indikatorsxj (j = 1, . . . ,m) in deri-ten Beobachtung
(i = 1, . . . , n)

fik : Wert des Faktorsfk (k = 1, . . . , r) in deri-ten Beobachtung
akj : Wert des Gewichtungskoeffizienten zwischen dem Indikatorxj und dem

Faktorfk

Für die weiteren Berechnungsschritte wird von standardisierten Indikatorvaria-
blen zij ausgegangen, d.h.̄zj = 0 und s2

zj
= 1. Für die Ausgangsgleichung der

Faktorenanalyse gilt somit:

zij = fi1a1j + . . . + fikakj + . . . + firarj

bzw. für alle Beobachtungen in Matrizenschreibweise

Z = FA

3Die Tatsache, daß statistische Analysesysteme für die Durchf̈uhrung einer Faktorenanalyse
lediglich die Angabe der zu verwendenden Variablen benötigen, bedeutet nur, daß ohne Eingreifen
des Anwenders eine Standardauswahl für die Analyse zugrunde gelegt wird.
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mit:

Z : (n×m)–Matrix der standardisierten Indikatorenwerte
F : (n× r)–Matrix der Faktorwerte
A : (r ×m)–Matrix der Gewichtungskoeffizienten (Faktorladungsmatrix) (in

statistischen Analysesystemen wie SPSS wird aus technischen Gründen
die (m× r)–Matrix AT ausgedruckt)

Weiterhin gilt:4

rxj ,xj∗ =
cov(xj, xj∗)√

s2
xj

√
s2

xj∗

bzw.

rzj ,zj∗ = cov(zj, zj∗)

=
1

n

n∑
i=1

(zij − z̄j)(zij∗ − z̄j∗)

=
1

n

n∑
i=1

zijzij∗

Daraus ergibt sich für die Korrelationsmatrix aller standardisierten Indikatorva-
riablenzj (j = 1, . . . ,m):

R =
1

n
ZT Z

Zus̈atzlich soll gelten:

1. alle Faktorenfk sind standardisiert, d.h.

f̄k = 0 und

s2
fk

=
1

n

n∑
i=1

(fik − f̄k)
2

=
1

n

n∑
i=1

f 2
ik

= 1 (k = 1, . . . , r)

2. alle Faktorenfk sind untereinander unkorreliert (orthogonal), d.h.

1

n

n∑
i=1

fikfik∗ = 0 (k = 1, . . . , r)

4Der Index “j∗” kennzeichnet nur eine andere Indexausprägung als das “ungesternte”j,
(j, j∗ = 1, . . . ,m).
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Daraus folgt f̈ur die Korrelationsmatrix der standardisierten Faktorenfk (k =
1, . . . , r):

1

n
F T F = En

Unter Verwendung der Orthogonalität führt die Ausgangsgleichung der Faktoren-
analyse zu demFundamentaltheorem der Faktorenanalyse:

R =
1

n
ZT Z

=
1

n
(FA)T (FA)

=
1

n
AT F T FA

= AT (
1

n
F T F )A

= AT EnA

= AT A

Dies bedeutet, daß sich im Falle unkorrelierter Faktoren die Korrelationsmatrix
der Indikatoren aus der Faktorladungsmatrix (A) reproduzieren l̈aßt.

Bemerkungen:

• Die Matrix der Faktorladungen (factor loadings) A wird auch alsFaktor-
muster(factor pattern) bezeichnet.

• Die Reproduzierbarkeit der Korrelationsmatrix aus der Faktorladungsma-
trix stützt den Untersuchungsansatz, mit Hilfe der Korrelationskoeffizienten
etwasüber die Existenz von nicht direkt meßbaren, theoretischen Variablen
auszusagen.

Bezogen auf die hergeleiteten Gleichungen und ausgehend von der Grundglei-
chungZ = FA stellt sich f̈ur die Durchf̈uhrung einer Faktorenanalyse folgende
allgemeine Aufgabe:

Bestimmung der Abḧangigkeit der Indikatorvariablenzj von den
vermuteten theoretischen Variablenfk durch Berechnung der Fak-
torladungsmatrixA unter Zuhilfenahme des Fundamentaltheorems
R = AT A.
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Nachfolgende SPSS-Ausgaben zeigen die Faktorladungsmatrizen für die beiden
bereits vorgestellten Beispiele. Während im ersten Fall lediglich ein Faktor ermit-
telt wird, extrahiert das in diesem Fall angewandte Verfahren der Hauptkompo-
nentenanalyse (vgl. Kapitel 6.3.4) im zweiten Beispiel die Ladungskoeffizienten
für zwei Faktoren.

1. Sympathieskalometer für Parteien

* SPSS-Aufruf: FACTOR /VARIABLES V212 TO V216
* /PRINT UNIVARIATE CORRELATION EXTRACTION.

- - - - F A C T O R A N A L Y S I S - - - -

Analysis Number 1 Listwise deletion of cases with missing values

Mean Std Dev Label

V212 7.42222 2.55892 SKALOMETER: SPD
V213 .97172 2.88708 SKALOMETER: CDU
V214 6.17778 3.13087 SKALOMETER: CSU
V215 6.11313 2.35411 SKALOMETER: FDP
V216 4.84848 2.94746 SKALOMETER: DIE GRUENEN

Number of Cases = 495

Extraction 1 for Analysis 1, Principal-Components Analysis (PC)
PC Extracted 1 factors.

Factor Matrix:

FACTOR 1

V212 -.63801
V213 .90098
V214 .89162
V215 .59067
V216 -.65739

2. Sympathieskalometer für Politiker

* SPSS-Aufruf: FACTOR /VARIABLES V222 TO V231
* /PRINT UNIVARIATE CORRELATION EXTRACTION.

- - - - F A C T O R A N A L Y S I S - - - -
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Mean Std Dev Label

V222 5.63333 2.40019 SKALOMETER: M BANGEMANN
V223 6.41042 2.74457 SKALOMETER: W BRANDT
V224 6.88333 2.34742 SKALOMETER:H D GENSCHER
V225 6.43542 3.20620 SKALOMETER: H KOHL
V226 4.90625 2.95364 SKALOMETER: O SCHILY
V227 7.26875 2.75375 SKALOMETER: J RAU
V228 7.38750 2.24302 SKALOMETER:G STOLTENBERG
V229 .39792 3.23956 SKALOMETER: F J STRAUSS
V230 6.40417 2.48233 SKALOMETER: H J VOGEL
V231 5.37708 2.53030 SKALOMETER: O LAMBSDORFF

Number of Cases = 480

Extraction 1 for Analysis 1, Principal-Components Analysis (PC)
PC Extracted 2 factors.

Factor Matrix:

FACTOR 1 FACTOR 2

V222 .65929 .48454
V223 -.66284 .54161
V224 .61148 .45474
V225 .85626 .10544
V226 -.55227 .25383
V227 -.61964 .60310
V228 .77662 .20798
V229 .77988 .12126
V230 -.49355 .68987
V231 .71278 .37806

6.3.3 Das Problem der Kommunaliẗaten

Faktoren lassen sich in unterschiedliche Typen klassifizieren:

• Allgemeiner Faktor (general factor):
Die Faktorladungen sind für alle Observablen hoch.

• Gemeinsamer Faktor (common factor):
Die Faktorladungen sind für mindestens zweiObservablen hoch.

• Einzelrestfaktor (unique factor):
Die Faktorladung f̈ur lediglicheineObservable ist hoch.
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Abb. 6.8: Faktortypen (nach [Überla 1977, S. 55])

Im Rahmen der Faktorenanalyse sind insbesondere die gemeinsamen Faktoren —
inklusive des Spezialfalls “allgemeiner Faktor”— von Interesse, da nur hierbei ei-
ne echte Datenreduktion erzielt werden kann. Bei der im nachfolgenden Beispiel
aus den Sympathieskalometervariablen zu Politikern erzeugten Faktorladungsma-
trix zeigt sich, daß beide extrahierte Faktoren gemeinsame Faktoren sind.

Factor Matrix:

FACTOR 1 FACTOR 2

V222 .65929 .48454
V223 -.66284 .54161
V224 .61148 .45474
V225 .85626 .10544
V226 -.55227 .25383
V227 -.61964 .60310
V228 .77662 .20798
V229 .77988 .12126
V230 -.49355 .68987
V231 .71278 .37806

Die in der Ausgangsgleichung (vgl. S. 152) formulierte Beziehung zwischen Ob-
servablen und Faktoren erinnert an den Modellansatz der multiplen Regressions-
analyse, mit dem Unterschied, daß neben den Faktorladungen auch die Faktor-
werte an dieser Stelle noch nicht bekannt sind. Ebenso wie in der multiplen Re-
gression interessiert hier der Anteil der Varianz der Observablen, der durch die
Faktoren erkl̈art wird.

Allgemein gilt für die Varianz der Variablenzj:
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s2
zj

=
1

n

n∑
i=1

z2
ij

=
1

n

n∑
i=1

(
r∑

k=1

(fikakj)
2)

=
1

n

n∑
i=1

(f 2
i1a

2
1j + . . . + f 2

ira
2
rj

+2(fi1a1jfi2a2j + . . . + fir−1ar−1jfirarj))

= a2
1j

1

n

n∑
i=1

f 2
i1︸ ︷︷ ︸

=1

+ . . . + a2
rj

1

n

n∑
i=1

f 2
ir︸ ︷︷ ︸

=1

+2(a1ja2j
1

n

n∑
i=1

fi1fi2︸ ︷︷ ︸
=0

+ . . . + ar−1jarj
1

n

n∑
i=1

fir−1fir︸ ︷︷ ︸
=0

)

= a2
1j + . . . + a2

rj

= 1

Die Gesamtvarianz einer Observablenzj ergibt sich somit aus der Summe der
Quadratealler Faktorladungen. Die durch die Faktoren maximal zu erklärende
Varianz aller Observablen beträgt damit:

s2 =
m∑

j=1

s2
zj

=
m∑

j=1

1 = m

Wird davon ausgegangen, daß sich unter den Faktoren — realistischerweise —
auch Einzelrestfaktoren befinden, die zur Erklärung der (gemeinsamen Varianz
aller) Observablen nichts beitragen, so lassen sich die bisherigen Gleichungen für
zij undszj

wie folgt umformen:

zij = fi1a1j + . . . + firarj︸ ︷︷ ︸
gemeinsame Faktoren

+ fi(r+1)a(r+1)j + . . . + fiqaqj︸ ︷︷ ︸
Einzelrestfaktoren

und

s2
zj

= (a2
1j + . . . + a2

rj) + b2
j + e2

j︸ ︷︷ ︸
u2

j

= 1
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mit:

b2
j : Varianz der Einzelrestfaktoren, die nichts mit den Observablen zu tun hat

(Spezifiẗat)
e2

j : Anteil der Varianz einer Observablen, der auf Meßfehler in der Observa-
blen zur̈uckgeht (Restvarianz)

u2
j : Fehlervarianz

Die Unterscheidung zwischen Spezifität und Restvarianz wird im folgenden ver-
nachl̈assigt und allgemein von Fehlervarianz gesprochen.

Definition: Die Kommunaliẗat einer Observablenzj bezeichnet den Varianzanteil
von zj, der durchgemeinsameFaktoren erkl̈art wird, d.h. es gilt

h2
j = a2

1j + . . . + a2
rj

= 1− u2
j

1 s2
zj

= 1.00 = 100%
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Abb. 6.9: Beziehungen zwischen Observablen, Kommunalität und Faktorladungen (nach
[Überla 1977, S. 57])

Die Beziehungen zwischen Observablen, Kommunalität und Faktorladungen sind
in Abbildung 6.9 noch einmal graphisch dargestellt. Dabei gilt zusätzlich:

r2
jj : Teil der Einheitsvarianz, der nicht auf Irrtum beruht, d.h der gemessen

werden kann (Reliabilität).



160 Kapitel 6. Multivariate Datenanalyse

Bemerkungen:

• Die Kommunaliẗat h2
j ist — ähnlich wie das Bestimmtheitsmaßr2 in der

multiplen Regressionsanalyse — ein Maß für die Anpassungsgüte der Fak-
toren an die Observablen. So bedeutet zum Beispiel eine Kommunalität von
0.8, daß80% der Gesamtvarianz einer Observablenzj durch gemeinsame
Faktoren erkl̈arbar sind.

• h2
j = 1:

Die gesamte Varianz einer Observablen wird von gemeinsamen Faktoren
erklärt, d.h. es gibt keine Fehlervarianzen.

• h2
j < 1:

Die Varianz einer Observablen wird nicht vollständig durch gemeinsame
Faktoren erkl̈art, d.h. es gibt Fehlervarianzen (z.B. in Form von Einzelrest-
faktoren)

Wie wirkt sich nun die ausschließliche Betrachtung vongemeinsamen Faktoren
auf das Fundamentaltheorem aus?

Für jeden Variablenwertzij gilt:

zij = fi1a1j + . . . + firarj + fi(r+1)a(r+1)j + . . . + fiqaqj

Hieraus folgt f̈ur die gesamte Faktorladungsmatrix:

Ages =



a11 . . . a1m
...

...
...

ar1 . . . arm

a(r+1)1 . . . a(r+1)m
...

...
...

aq1 . . . aqm



Wird angenommen, daß es sich bei denfr+1, . . . , fq um Einzelrestfaktoren han-
delt, so sind deren Faktorladungen bis auf einen Wertur+1, . . . , uq alle gleich 0.
Bei entsprechender Sortierung ergibt sich dann:
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Ages =



a11 . . . a1m
...

...
...

ar1 . . . arm

ur+1 . . . 0
...

...
...

0 . . . uq



=



a11 . . . a1m
...

...
...

ar1 . . . arm

0 . . . 0
...

...
...

0 . . . 0


+



0 . . . 0
...

.. .
...

0 . . . 0
ur+1 . . . 0

...
.. .

...
0 . . . uq


= A + U

Für das Fundamentaltheorem folgt daraus:

R = AT
gesAges

= (A + U )T (A + U )

= (AT + UT )(A + U )

= AT A + AT U︸ ︷︷ ︸
=0

+ UT A︸ ︷︷ ︸
=0

+UT U

= AT A + UT U

Wenn alsoA die Faktorladungsmatrix der gemeinsamen Faktoren bezeichnet,
dann reproduziert sie nicht die ursprüngliche Korrelationsmatrix, sondern ledig-
lich eine — um die Fehlervarianzen — reduzierte:

Rh = AT A

= R−UT U

Ausgehend von obiger Gleichung läßt sichRh weiter umformen:
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Rh = R − UT U

=


1 . . . r1m
...

.. .
...

rm1 . . . 1

 −


u2

1 . . . 0
...

...
...

0 . . . u2
m



=


1− u2

1 . . . r1m
...

...
...

rm1 . . . 1− u2
m



=


h2

1 . . . r1m
...

.. .
...

rm1 . . . h2
m



Allgemein l̈aßt sich alsoRh aus der urspr̈unglichen KorrelationsmatrixR kon-
struieren, indem anstatt der 1 die entsprechenden Kommunalitäten in die Haupt-
diagonale eingesetzt werden. Wird davon ausgegangen, daß die Fehlervarianz
real eher ungleich Null ist, so stellt die reduzierte Korrelationsmatrix den bes-
seren Ausgangspunkt für eine Analyse dar. Hieraus ergibt sich für die konkrete
Durchführung folgendes Problem:

• Zur Bestimmung vonRh werden die Kommunalitätenh2
j und damit die

Faktorladungenakj (j = 1, . . . ,m; k = 1, . . . , r) ben̈otigt.

• Gleichzeitig k̈onnen die Faktorladungenakj nach dem Fundamentaltheorem
erst mit Hilfe vonRh berechnet werden.

Die Lösung dieses Problems liegt in einer expliziten Schätzung der Kommuna-
lit äten am Beginn des Verfahrens. Hierzu bieten sich folgende Möglichkeiten:

• Willk ürliche Auswahl einer Zahl zwischen 0 und 1.

• Der jeweils ḧochste Korrelationskoeffizient zwischenzj und allen anderen
Observablen:
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Beispiel: Correlation Matrix:
V212 V213 V214 V215 V216

V212 .46209

V213 ⇑ -.46486 .83226

V214 -.47908 ⇑ .83226 ⇒ .83226

V215 -.19249 .52722 .46150 ⇒ .52722

V216 .46209 -.46273 -.44435 -.20346⇒ .46209

• Das Quadrat des multiplen Korrelationskoeffizienten (gemeinsame Varianz
der Variablenzj mit allenübrigen Observablen; im SPSS-Analyseergebnis:
MULTIPLE R).

In statistischen Analysesystemen werden die entweder vom Anwender explizit
gescḧatzten oder vom System automatisch gewählten Kommunaliẗatenscḧatzun-
gen als Startwerte für ein iteratives Verfahren verwendet:

1. Scḧatzung der Kommunalitäten (s.o.)

2. Faktorextraktion mit Hilfe des Fundamentaltheorems und der geschätzten
Kommunaliẗaten, d.h. Berechnung der FaktorladungsmatrixA (vgl. Kapi-
tel 6.3.4).

3. Berechnung der Kommunalitäten anhand der Faktorladungen

4. Vergleich von gescḧatzten und berechneten Kommunalitäten:

(a) Falls beide ann̈ahernd gleich sind, stelltA die endg̈ultige Faktorla-
dungsmatrix dar (⇒ Ende des Verfahrens).

(b) Ansonsten werden die berechneten Kommunalitäten als neue Kommu-
nalitätenscḧatzung verwendet (⇒ Schritt 2).

Der Vorteil dieser iterativen Festlegung von Kommunalitäten und — in Abḧangig-
keit davon — Faktorladungen liegt darin, daß sich auch eine ungünstige An-
fangsscḧatzung im Verlauf der Iteration weitgehend ausgleicht5.

5Die Wahl einer willk̈urlichen Zahl zwischen 0 und 1 als Kommunalitätenscḧatzung hat daher
auch eher Auswirkungen auf die Anzahl der benötigten Iterationsschritte.
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6.3.4 Das Problem der Faktorextraktion

1. Die Bestimmung der FaktorladungsmatrixA

Für die Bestimmung der FaktorladungsmatrixA existieren eine Vielzahl von Ver-
fahren und Verfahrensvarianten, von denen hier nur die bekanntesten genannt
werden6. Die rechentechnisch einfacher durchzuführende Zentroidmethode wird
an dieser Stelle lediglich aus historischen Gründen aufgef̈uhrt, da sie im Zeit-
alter computerunterstützter Datenanalyse mittlerweile selten Verwendung findet.
Im Gegensatz zu den anderen Verfahren läßt sie aber noch eine Berechnung “per
Hand” zu.

• Hauptkomponenten-/Hauptachsenmethode (PC/PAF)

• ALPHA–Methode (ALPHA)

• IMAGE–Methode (IMAGE)

• Maximum-Likelihood–Methode (ML)

• Zentroidmethode

Den Schwerpunkt in diesem Kapitel bildet die Darstellung der Hauptkomponen-
ten-/Hauptachsenmethode als das in der Praxis am häufigsten verwendete Ver-
fahren. Der Doppelname kommt dadurch zustande, daß — ausgehend von unter-
schiedlichen Annahmen̈uber die zugrunde gelegten Kommunalitäten — dasselbe
mathematischeVerfahren zur Faktorextraktion durchgeführt wird:

• Hauptkomponentenmethode:
Die gemeinsamen Faktoren erklärendie gesamte Varianzder Observablen
zj

=⇒ h2
j = 1,

d.h. Ausgangspunkt der Berechnungen istR = AT A

• Hauptachsenmethode:
Die gemeinsamen Faktoren erklären lediglicheinen Teil der Varianzder
Observablenzj

=⇒ h2
j < 1,

d.h. Ausgangspunkt der Berechnungen istRh = AT A−UT U

6In Klammern sind die hinter dem SPSS-BefehlFACTOR .../EXTRACTION zu kodieren-
den Optionen zur Methodenwahl angegeben.
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Technisch besteht die Unterscheidung zwischen Hauptkomponenten- und Haupt-
achsenmethode also darin, ob in der Hauptdiagonalen der Korrelationsmatrix
Werte gleich oder kleiner 1 verwendet werden.

Hauptkomponenten-/Hauptachsenmethode

Definition: Ermittlung von untereinander unkorrelierten Faktorenfk (k =
1, . . . , r), deren Varianznacheinanderjeweils maximal ist. Die Vari-
anz der Faktorens2

fk
ergibt sich dabei analog zu der Observablenva-

rianz aus der Summe der quadrierten Faktorladungen zwischen den
Faktorenfk und den Observablenzj:

s2
fk

= a2
k1 + . . . + a2

km =
m∑

j=1

a2
kj

Geometrischbedeutet diese Form der Faktorermittlung das Auffinden eines neu-
en Koordinatensystems mit senkrecht aufeinander stehenden Achsenfk (k =
1, . . . , r), die so gelegt werden, daß die Summe der quadrierten Achsenabschnitts-
quadrate (= Faktorenvarianzs2

fk
) für alle Achsen nacheinander maximal werden.

rzi1 = fi1a11 + fi2a21

a21

 a11︷ ︸︸ ︷
rzi2 = fi1a12 + fi2a22

a22

{︸ ︷︷ ︸
a12

6f2

-

f1

Abb. 6.10: Faktorermittlung (bezogen auf zwei Faktoren)

Die erste Hauptachsef1 wird dabei so gezogen (vgl. Abbildung 6.10), daß

s2
f1

= a2
11 + a2

12

maximalwird.
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Für einemathematischeErmittlung des ersten Faktors seif1 als Linearkombina-
tion der ObservablenwerteZ mit einem unbekannten, auf 1 normierten Koeffizi-
entenvektorb1 zu betrachten:

f 1 = Zb1 mit
√

bT
1 b1 = 1

Die Forderung nach Maximierung der Faktorvarianz läßt sich dann wie folgt um-
setzen:

s2
f1

=
1

n
fT

1 f 1

=
1

n
(Zb1)

T (Zb1)

=
1

n
bT

1 ZT Zb1

= bT
1 (

1

n
ZT Z)b1

= bT
1 Rb1

!
= Maximum

Somit bedeutet die Berechnung eines Faktors im Rahmen einer Hauptkompo-
nenten-/Hauptachsenmethode letztendlich die Lösung einer Extremwertaufgabe
(bT

1 Rb1) mit einer Nebenbedingung (bT
1 b1 = 1):

Fallsx0 ein Extremwert einer Funktionf(x) für die Werte vonx ist,
für die eine weitere Funktiong(x) = 0 gilt, so existiert eine Zahll
(=Lagrange-Multiplikator) mit

δf

δx0

+ l
δg

δx0

= 0

Bezogen auf die gestellte Extremwertaufgabe gilt:

f(b1) = bT
1 Rb1 =⇒ δf

δb1

= 2Rb1

g(b1) = 1− bT
1 b1 = 0 =⇒ δg

δb1

= −2b1

Eingesetzt in die Ausgangsgleichung ergibt dies:

2Rb1 − l12b1 = 0

Rb1 = l1b1
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Somit ist der gesuchte Koeffizientenvektorb1 ein Eigenvektorder Korrelations-
matrixR mit demEigenwertl1.

Für die Ermittlung des zweiten Faktors wird unter Verwendung der weiteren Ne-
benbedingung

bT
2 b1 = 0,

analog vorgegangen. Dies bedeutet das Lösen einer Extremwertaufgabe mit zwei
Nebenbedingungen.

Durch die Reduzierung der Lösung der Extremwertaufgabe auf das allgemeine
— und in der Mathematik gelöste — Eigenvektor-/Eigenwertproblem von Ma-
trizen wird die Bestimmung der gesamten FaktorladungsmatrixA vereinfacht.
Dazu wird die sogenannteSpektralzerlegungeiner Matrix verwendet, d.h. ihre
Darstellung als Summe allerdyadischen Produkteder Eigenvektoren, multipli-
ziert jeweils mit den zugeḧorigen Eigenwerten:

R = l1b1b
T
1 + . . . + lrbrb

T
r

bzw. in Matrizenschreibweise

R = BLBT

mit:

B =


b11 . . . b1r
...

...
...

br1 . . . brr

 , BT =


b11 . . . br1
...

...
...

b1r . . . brr

 , L =


l1 . . . 0
...

. ..
...

0 . . . lr


Dann gilt:

R = BLBT

= BL1/2L1/2BT

= (BL1/2)(L1/2BT )

Gleichzeitig gilt mit dem Fundamentaltheorem:

R = AT A

Für die Faktorladungsmatrix(j = 1, . . . ,m; k = 1, . . . , r) ergibt sich

A = L1/2BT
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mit:
akj =

√
lk bkj

Die Faktorladungen lassen sich also direkt aus den Eigenvektoren und Eigenwer-
ten der KorrelationsmatrixR berechnen.

Als Beispiel f̈ur die sukzessive Bestimmung der Eigenvektoren/-werte einer Ma-
trix und der FaktorladungsmatrixA wird im folgenden das Verfahren nachvon
Mises(vgl. [Holm 1982]) erl̈autert:

Es gilt: Rbk = lkbk, (k = 1, . . . , r)

1. Schritt: Wahl eines beliebigen Ausgangsvektorsb0 (z.B. konstant 1) und eines
beliebigen Ausgangswertesl0 (z.B. absolut gr̈oßter Wert vony0)

2. Schritt: Berechnung vony0 = Rb0 (= l0b0).

3. Schritt: Berechnung vonb1 =
y0

l0
.

4. Schritt: • Falls:b1 ≈ b0 =⇒ b0 =
y0

l0
d.h.b0 ist Eigenvektor vonR mit Eigenwertl0.

• Sonst:b0 = b1 (=⇒ 2. Schritt)

5. Schritt: Berechnung der Faktorladungena für einen Faktor (ausb0, l0)

6. Schritt: Berechnung vonRres = R−aaT , wobeiaaT die reproduzierte Kor-
relationsmatrix f̈ur die Korrelationsanteile bezeichnet, die durch den
Faktor bestimmt sind.

• Falls:Rres ≈ 0 (=⇒ Stop des Verfahrens)

• Sonst: Bestimmung des nächsten Eigenvektors/-wertes mit
Rres = R (=⇒ 2. Schritt)

Nachfolgendes Beispiel zeigt die Durchführung einer Hauptkomponentenanalyse
(PC) auf den Sympathieskalometern für Politiker. Entsprechend den beschriebe-
nen Eigenschaften dieses Verfahrens wird für alle Variablen eine Kommunalität
von 1 angenommen, und es werden genausoviele Faktoren extrahiert wie Aus-
gangsvariablen vorhanden sind, d.h. bei Anwendung dieses Verfahrens findet erst
einmalkeine Datenreduktionstatt.
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* Auszug aus: FACTOR /VARIABLES V222 TO V231 /CRITERIA FACTORS(10)
* /ROTATION NOROTATE /PRINT EXTRACTION INITIAL
* /PLOT EIGEN ROTATION(1,2).

- - - - F A C T O R A N A L Y S I S - - - -

Extraction 1 for Analysis 1, Principal-Components Analysis (PC)
Initial Statistics:
Variable Communality * Factor Eigenvalue Pct of Var Cum Pct
V222 1.00000 * 1 4.63308 46.3 46.3
V223 1.00000 * 2 1.85099 18.5 64.8
V224 1.00000 * 3 .76638 7.7 72.5
V225 1.00000 * 4 .66265 6.6 79.1
V226 1.00000 * 5 .50409 5.0 84.2
V227 1.00000 * 6 .42231 4.2 88.4
V228 1.00000 * 7 .34722 3.5 91.9
V229 1.00000 * 8 .31217 3.1 95.0
V230 1.00000 * 9 .27810 2.8 97.8
V231 1.00000 * 10 .22300 2.2 100.0

PC Extracted 10 factors.

Factor Matrix:

FACTOR 1 FACTOR 2 FACTOR 3 FACTOR 4 FACTOR 5

V222 .65929 .48454 .12463 -.23909 -.24198
V223 -.66284 .54161 .03727 -.00483 -.08788
V224 .61148 .45474 .24766 -.38362 .33908
V225 .85626 .10544 -.14418 .22716 -.05584
V226 -.55227 .25383 .65785 .41264 .07733
V227 -.61964 .60310 -.28940 -.02543 .10342
V228 .77662 .20798 -.05569 .16497 .41053
V229 .77988 .12126 -.16767 .43727 -.02133
V230 -.49355 .68987 -.29747 .13175 -.01442
V231 .71278 .37806 .17640 .00354 -.36584

FACTOR 6 FACTOR 7 FACTOR 8 FACTOR 9 FACTOR 10

V222 .28709 -.28352 -.15789 .04416 -.09804
V223 .35066 .18313 .26236 -.17090 .06017
V224 -.19553 -.05330 .22751 .02473 .04872
V225 -.04010 -.15104 -.02331 -.21942 .32724
V226 -.04014 -.10549 -.08219 .03176 .03251
V227 .01336 .03918 -.15795 .30215 .19817
V228 .19753 .21551 -.21848 -.09911 -.10832
V229 .06234 -.06419 .28586 .24018 -.09949
V230 -.28624 -.13104 -.02072 -.19118 -.19583
V231 -.22464 .35672 -.06720 .04270 .00047
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2. Die Festlegung der Faktorenzahl

Zwischen den Elementen der Faktorladungsmatrixakj und den Eigenwertenlk
läßt sich ein weiterer Zusammenhang ableiten:

akj =
√

lk bkj (k = 1, . . . , r; j = 1, . . . ,m)

⇐⇒ a2
kj = lkb

2
kj

⇐⇒
m∑

j=1

a2
kj =

m∑
j=1

lkb
2
kj

⇐⇒
m∑

j=1

a2
kj = lk

m∑
j=1

b2
kj︸ ︷︷ ︸

=1 (s.S. 166)

Somit ist die Summe der quadrierten Ladungen eines Faktors gleich dem Eigen-
wert zu diesem Faktor, d.h. der Eigenwertlk bezeichnet den durcheinenFaktor
erklärten Teil der Gesamtvarianz aller Observablen:

lk =
m∑

j=1

a2
kj

Zwischen Kommunaliẗat und Eigenwert wird damit folgende Analogie deutlich:

Kommunaliẗat: h2
j =

r∑
k=1

a2
kj

Teil der Einheitsvarianz der Observablenzj, der durch alle ge-
meinsamen Faktoren erklärt wird.

Eigenwert: lk =
m∑

j=1

a2
kj

Teil der Einheitsvarianz des Faktorsfk, der durch alle Observa-
blen erkl̈art wird.

Sowohl Kommunaliẗaten als auch Eigenwerte lassen sich direkt aus der Faktorla-
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dungsmatrix ermitteln:

f1 . . . fr

z1 a11 . . . ar1

...
...

...
... → h2

j =
r∑

k=1

a2
kj

zm a1m . . . arm

↓

lk =
m∑

j=1

a2
kj

Beispiel:

l1 =
10∑

j=1

a2
1j

= (.65929)2 + (−.66284)2 + (.61148)2 + (.85626)2 + (−.55227)2 +
(−.61964)2 + (.77662)2 + (.77988)2 + (−.49355)2 + (.71278)2

= 4.6481

h2
1 =

10∑
k=1

a2
k1

= (.65929)2 + (.48454)2 + (.12463)2 + (−.23909)2 + (−.24198)2 +
(.28709)2 + (−.28352)2 + (−.15789)2 + (.04416)2 + (−.09804)2

= 10

Da als Ergebnis der Hauptkomponenten- bzw. Hauptachsenmethode immer so
viele Eigenvektoren (= Faktoren) wie Observablen erzeugt werden, stellt sich dem
Anwender das Problem, die Anzahl der für seine Fragestellung geeigneten Fakto-
ren zu bestimmen. Hierfür gibt es kein allgemein anerkanntes bzw. mathematisch
beweisbares Verfahren. Im folgenden werden einigeübliche Verfahren zur Festle-
gung der Faktorenanzahl aufgeführt.

1. Theoretische Vorannahmenüber die Anzahl der Faktoren.

2. Kaiser-Kriterium:
Auswahl aller Faktoren mit einem Eigenwert von mindestens 1.
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Idee: Da jede Observable bereits einen Varianzanteil von 1 erklärt7, sollte
jeder Faktor mindestens ebensoviel Varianz (= Eigenwert) binden.

SPSS: FACTOR .../CRITERIA MINEIGEN (1.0). (Default-
Einstellung)

3. Vorgabe einesprozentualen Varianzanteilsder Observablen, der durch die
Faktoren erkl̈art wird:

(a) Anteil an der Gesamtvarianz oder

(b) Anteil an der Kommunaliẗat

r

Fehler-
varianz

K
o
m
m
u
n
a
l
i
t
ä
t

100
%
90

50

5
0

r r r r
100
%

50

5
0

1 2 3 4 5
Faktoren

Abb. 6.11: Durch prozentualen Varianzanteil ermittelte Faktorenanzahl (nach [Überla 1977, S.
126])

4. Scree-Test:
Darstellung der Eigenwerte in abfallender Reihenfolge in einem Diagramm.
An die niedrigsten Eigenwerte wird eine Gerade gelegt. Es werden die Fak-
toren ausgeẅahlt, deren Eigenwerte oberhalb der Geraden liegen.

Idee: Eigenwerte von Korrelationsmatrizen normalverteilter, unabhän-
giger Zufallszahlen zeigen typischerweise einen flach und
gleichm̈aßig abfallenden Verlauf. Die Eigenwerte auf der Gerade
geḧoren demnach zu zufälligen Faktoren.

SPSS: FACTOR .../PLOT EIGEN.
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Abb. 6.12: Durch Scree-Test ermittelte Faktoren(-anzahl) (nach [Überla 1977, S. 127f])

5. Residualmatrixverfahren:
Es werden solange Faktoren erzeugt, bis die Differenzen zwischen allen
Elementen der KorrelationsmatrixR und der reproduzierten Korrelations-
matrixAT A nicht mehr signifikant von Null verschieden sind.

6. Ein Faktor wird dann extrahiert, wenn eine bestimmte Anzahl von Variablen
hoch auf einen Faktor laden.

Beispiel: Mindestens 3 Variablen m̈ussen jeweils eine Ladung von mehr
als0.7 haben.

=⇒ l = (0.7)2 + (0.7)2 + (0.7)2 = 1.47

Ein Faktor wird dann extrahiert, wenn sein Eigenwert mindestens
1.47 betr̈agt.

Um bei der ermittelten Faktorenanzahl einigermaßen sichergehen zu können, ist
die Anwendung verschiedener Verfahren und Vergleich der erhaltenen Werte zu
empfehlen.

Nachfolgende Graphik zeigt die zehn Eigenwerte für die aus den 10 Beispielva-
riablen extrahierten Faktoren. Der Eigenwerteverlauf legt es nahe, lediglich die
beiden ersten Faktoren als relevant auszuwählen. Gleichzeitig erf̈ullt diese Aus-
wahl auch das Kaiserkriterium.

7Für standardisierte Variablen hat die Varianz den Wert 1.
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* Auszug aus: FACTOR /VARIABLES V222 TO V231 /CRITERIA FACTORS(10)
* /ROTATION NOROTATE /PRINT EXTRACTION INITIAL
* /PLOT EIGEN ROTATION(1,2).

4.633 + *
|
|
|

E |
I |
G |
E |
N |
V |
A |
L |
U 1.851 + *
E |
S |

|
.766 + *
.504 + * *
.278 + * * * *
.000 +---+---+---+---+---+---+---+---+---+---*

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

PC Extracted 10 factors.

6.3.5 Das Problem der Faktorrotation

Die Bestimmung der Faktorladungsmatrix nach der Hauptkomponenten-/ Haupt-
achsenanalyse erfolgt dadurch, daß die Varianz der einzelnen Faktorenüber alle
Observablen nacheinander maximiert wird, d.h. die Faktoren korrelieren jeweils
mit allenVariablenmöglichst hoch.

Wie Abbildung 6.13 zeigt, lassen sich die Observablen als Punkte in einem von
den Faktoren gebildeten Koordinatensystem darstellen. Die Faktorladungenakj

sind dabei die jeweiligen Koordinatenwerte, und es gilt:

h2
j = a2

1j + a2
2j =

r∑
k=1

a2
kj

cos ϕ =
a1j

hj

= rzjf
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F1

Abb. 6.13: Nicht optimale Faktorextraktion

Die Darstellung der Observablenzj in dem durch die Faktorenfr gebildeten Fak-
torraum zeigt auch, daß die nach einem mathematischen Kriterium durchgeführte
Faktorextraktion — insbesondere für die Zwecke der Faktorinterpretation (vgl.
Kapitel 6.3.6) — nicht automatisch zu optimalen Faktoren führt. Dies ist zum
Beispiel dann der Fall, wenn jeder Faktor mit allen Observablen mittelmäßig kor-
reliert ist (d.h. die Observablen liegen alle in einem mittleren Abstand von den
Koordinatenachsen).

Wünschenswert dagegen im Sinne einer möglichst einfachen inhaltlichen Inter-
pretation ist die sogenannteEinfachstruktur(nach [Thurstone 1947]) mit folgen-
den Eigenschaften:

• Einzelne Observable korrelieren möglichst nur mit einem Faktor hoch, mit
allen anderen Faktoren nicht oder nur schwach (= lediglicheinehohe La-
dung in jeder Zeile vonA).

• Einzelne Faktoren korrelieren m̈oglichst entweder sehr hoch oder sehr nied-
rig mit den Observablen (= keine “mittelm̈aßigen” Ladungen in den Spalten
vonA).

In der Realiẗat sind diese Forderungen selten erfüllt. Mit Hilfe der Faktorrotation
ist es aber m̈oglich, bessere Ann̈aherungen zu erreichen.
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Definition: Faktorrotation:
Drehung der Koordinatenachsen des durch die Faktoren aufgespann-
ten Faktorraumes um einen bestimmten Winkelϕ

Die Rotation von Faktoren entspricht technisch einer Neuberechnung der Faktor-
ladungsmatrixA. Diese l̈aßt sich mit Hilfe einiger trigonometrischer Umformun-
gengraphischerläutern:

r 
a2


e

f
{

︸ ︷︷ ︸
a1

S
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a
′
1

�
�
�

�
�
�
�
�
�

�
�
�
�

l

d

a
′
2

ϕ

)
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Abb. 6.14: Graphische Faktorrotation

Es gilt:

l =
a1

cos ϕ
d = f sin ϕ

= (a2 − a1 tan ϕ) sin ϕ
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Hieraus ergibt sich f̈ur a
′
1:

a
′
1 = l + d

=
a1

cos ϕ
+ (a2 − a1 tan ϕ) sin ϕ

=
a1

cos ϕ
+ a2 sin ϕ− a1 tan ϕ sin ϕ

= a2 sin ϕ +
a1

cos ϕ
− a1 tan ϕ sin ϕ

= a2 sin ϕ + a1(
1

cos ϕ
− tan ϕ sin ϕ) | tan ϕ =

sin ϕ

cos ϕ

= a2 sin ϕ + a1(
1

cos ϕ
− sin2 ϕ

cos ϕ
)

= a2 sin ϕ + a1(
1− sin2 ϕ

cos ϕ
) | 1− sin2 ϕ = cos2 ϕ

= a2 sin ϕ + a1(
cos2 ϕ

cos ϕ
)

= a1 cos ϕ + a2 sin ϕ

Ebenso gilt:

e = a1 tan ϕ

f = a2 − e

Und damit f̈ur a
′
2:

a
′
2 = f cos ϕ

= (a2 − a1 tan ϕ) cos ϕ

= a2 cos ϕ− a1 tan ϕ cos ϕ | tan ϕ =
sin ϕ

cos ϕ

= a2 cos ϕ− a1
sin ϕ

cos ϕ
cos ϕ

= a2 cos ϕ− a1 sin ϕ

= −a1 sin ϕ + a2 cos ϕ

Allgemein folgt daraus f̈ur die rotierte FaktorladungsmatrixArot :(
a
′
1

a
′
2

)
=

(
cos ϕ a1 + sin ϕ a2

− sin ϕ a1 + cos ϕ a2

)
(

a
′
1

a
′
2

)
=

(
cos ϕ sin ϕ
− sin ϕ cos ϕ

)(
a1

a2

)

Arot = TA
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Die Rotation um einen Winkelϕ entgegen dem Uhrzeigersinn bedeutet somit die
Multiplikation der urspr̈unglichen FaktorladungsmatrixA mit einer charakteristi-
schen TransformationsmatrixT :

T =

(
cos ϕ sin ϕ
− sin ϕ cos ϕ

)

Für Tranformationsmatrizen dieser Art gilt:T T T = En

Eigenschaften der rotierten FaktorladungsmatrixArot:

1. Die Rotation beeinflußt nicht die Korrelationsmatrix, d.h. die Beziehungen
der Observablen untereinander, sondern nur ihre Beziehungen zu den Fak-
toren.

AT
rotArot = (TA)T (TA) = AT (T T T )︸ ︷︷ ︸

En

A = AT A = R

2. Die Rotation̈andert die Faktorladungen, jedoch nicht den jeweils durch die
gemeinsamen Faktoren erklärten Varianzanteil der Observablen (= Kommu-
nalität). Esändert sich lediglich dessen Verteilung auf die Faktoren.

3. Mit der Rotationändert sich die Varianz der einzelnen Faktoren (= Eigen-
wert).

Bei mehr als zwei Faktoren kann die Transformationsmatrix aus dem Produkt
der nacheinander aus allen Faktorenpaaren berechneten Transformationsmatrizen
bestimmt werden.

Beispielsweise gilt f̈ur drei Faktoren:

T = T 12T 23T 13

mit:

T 12 =

 cos ϕ sin ϕ 0
− sin ϕ cos ϕ 0

0 0 1



T 13 =

 cos ϕ 0 sin ϕ
0 1 0

− sin ϕ 0 cos ϕ



T 23 =

 1 0 0
0 cos ϕ sin ϕ
0 − sin ϕ cos ϕ


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Aufgabemathematischer Verfahrenzur Rotation in die Einfachstruktur ist daher
die Bestimmung eines Rotationswinkelsϕ, so daß die Faktoren in den Schwer-
punkt der Variablenpunktwolke gedreht werden.

Grunds̈atzlich lassen sich dabei folgende Rotationsverfahren unterscheiden:

• Rechtwinklige (orthogonale) Rotation:
Alle in einem rechtwinkligen Koordinatensystem befindlichen Achsen wer-
den um den jeweils gleichen Winkelϕ in die gleiche Richtung gedreht.
(im SPSS-Aufruf:FACTOR .../ROTATION VARIMAX oderQUARTI-
MAX, EQUAMAX)
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Abb. 6.15: Orthogonale Transformation

• Schiefwinklige (oblique) Rotation:
Jede Koordinatenachse wird jeweils um einen bestimmten Winkel gedreht
(s. Abb. 6.16).
(im SPSS-Aufruf:FACTOR .../ROTATION OBLIMIN. )

Gemeinsames Kennzeichen aller dieser Verfahren ist jeweils die Annahme eines
Maximierungs- bzw. Minimierungskriteriums, mit dem iterativ die Einfachstruk-
tur angen̈ahert wird.

Beispiel: VARIMAX

Kriterium: Maximierung der Varianz der quadrierten Faktorladungen,
d.h. es wird nach der Faktorladungsmatrix gesucht, bei der die Fak-
torladungen eines Faktors maximal differieren.
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Abb. 6.16: Oblique Transformation

Die Varianz der quadrierten Faktorladungen errechnet sich aus:

s2
k =

1

m

m∑
j=1

(a2
kj − āk)

2, (k = 1, . . . , r)

=
1

m

m∑
j=1

(a4
kj − 2a2

kj āk + ā2
k)

=
1

m

m∑
j=1

a4
kj − 2

1

m

m∑
j=1

a2
kj︸ ︷︷ ︸

āk

āk +
1

m

m∑
j=1

ā2
k

=
1

m

m∑
j=1

(a4
kj)− 2ā2

k + ā2
k

=
1

m

m∑
j=1

a4
kj − ā2

k

=
1

m

m∑
j=1

a4
kj −

 1

m

m∑
j=1

a2
kj

2

Somit ergibt sich:

r∑
k=1

s2
k =

1

m

r∑
k=1

m∑
k=1

a4
kj −

1

m2

r∑
k=1

 m∑
j=1

a2
kj

2

!
= Maximum
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Diese Maximierungsbedingung hat den Nachteil, daß Variablen mit hoher Kom-
munaliẗat das Ergebnis sehr viel stärker beeinflussen als Variablen mit niedriger
Kommunaliẗat. Um diese Eigenschaft zu vermeiden, werden die Faktorladungen
durch die Wurzel aus der Kommunalität dividiert. So erḧalt jede Variable f̈ur die
Bestimmung des Rotationswinkels das gleiche Gewicht. Nach der Rotation wird
diese Normierung durch Multiplikation mithj wieder r̈uckg̈angig gemacht.

Damit gilt:

r∑
k=1

s2
k =

1

m

r∑
k=1

m∑
k=1

z4
kj −

1

m2

r∑
k=1

 m∑
j=1

z2
kj

2

!
= Maximum

mit

zkj =
akj

hj

In dieses Maximierungskriterium werden nun die durch Multiplikation mit der
Transformationsmatrix ermittelten “neuen” Achsenabschnitte (= Faktorladungen)
a
′
kj (bzw.z

′
kj) eingesetzt, d.h. im Falle von zwei Faktoren:

z
′

1j = z1j cos ϕ + z2j sin ϕ

z
′

2j = −z1j sin ϕ + z2j cos ϕ

Zur Berechnung vonArot werden anschließend folgende Schritte durchgeführt:

1. Berechnung der partiellen Ableitung vonϕ (δ(
r∑

k=1

s2
k)/δϕ

!
= 0)

2. Berechnung vonϕ

3. Bestimmung der endgültigen Transformationsmatrix durch Einsetzen von
ϕ
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4. Berechnung vonArot = TA

5. “Entnormalisierung” der Faktorladungen vonArot durch Multiplikation mit
hk

Das nachfolgende Beispiel zeigt die Ergebnisse einer Hauptkomponentenanalyse
der Sympathieskalometer für Politiker mit anschließenderVARIMAX-Rotation.
Die graphische Darstellung der Observablen im Faktorraum vor der Rotation
zeigt, daß offensichtlich keine Einfachstruktur vorliegt, da zum Beispiel die Varia-
ble 3 (V224) sowohl bez̈uglich des ersten als auch des zweiten Faktors eine hohe
positive Faktorladung besitzt8. Nach Durchf̈uhrung derVARIMAX-Rotation ge-
gen den Uhrzeigersinn mit Hilfe der angegebenen TransformationsmatrixT zeigt
sich hier eine deutliche Verbesserung, indem jede Observablengruppe stärker an
eine Koordinatenachse herangerückt ist und sich jeweils von der anderen weiter
entfernt hat. Die bessere Trennung läßt sich auch direkt an den Veränderungen
bei den Faktorladungen ablesen (z.B Variable1 (V222): (0.65929, 0.48454) −→
(0.81818,−0.00636)).

* Auszug aus: FACTOR /VARIABLES V222 TO V231 /CRITERIA FACTORS(10)
* /ROTATION NOROTATE /PRINT EXTRACTION INITIAL
* /PLOT EIGEN ROTATION(1,2).

Horizontal Factor 1 Vertical Factor 2 Symbol Variable Coordinates

| 1 V222 .659 .485
| 2 V223 -.663 .542
| 3 V224 .611 .455

9 | 4 V225 .856 .105
6 | 5 V226 -.552 .254

| 3 6 V227 -.620 .603
| 10 7 V228 .777 .208

5 | 8 V229 .780 .121
| 8 9 V230 -.494 .690
| 4 10 V231 .713 .378

---------------------+---------------------
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

8Einige Observablen tauchen in der Blockgraphik nicht auf, z.B.1 und 2 in der ersten Dar-
stellung, die von3 bzw.5 überlagert werden. Dies liegt an der geringen Auflösung dieser Darstel-
lungsform.
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* Auszug aus: FACTOR /VARIABLES V222 TO V231
* /PRINT EXTRACTION INITIAL ROTATION FSCORE
* /PLOT ROTATION(1,2).

Factor Matrix:

FACTOR 1 FACTOR 2

V222 .65929 .48454
V223 -.66284 .54161
V224 .61148 .45474
V225 .85626 .10544
V226 -.55227 .25383
V227 -.61964 .60310
V228 .77662 .20798
V229 .77988 .12126
V230 -.49355 .68987
V231 .71278 .37806

Final Statistics:
Variable Communality * Factor Eigenvalue Pct of Var Cum Pct
V222 .66945 * 1 4.63308 46.3 46.3
V223 .73270 * 2 1.85099 18.5 64.8
V224 .58070 *
V225 .74430 *
V226 .36943 *
V227 .74768 *
V228 .64640 *
V229 .62292 *
V230 .71951 *
V231 .65098 *
Varimax Rotation 1, Extraction 1, Analysis 1 - Kaiser Normalization.

Varimax converged in 3 iterations.

Rotated Factor Matrix:
FACTOR 1 FACTOR 2

V222 .81818 -.00636
V223 -.20691 .83059
V224 .76204 -.00163
V225 .74910 -.42796
V226 -.29055 .53387
V227 -.13550 .85400
V228 .74666 -.29815
V229 .69738 -.36958
V230 .01745 .84806
V231 .79730 -.12368
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Factor Transformation Matrix:
FACTOR 1 FACTOR 2

FACTOR 1 .80116 -.59845
FACTOR 2 .59845 .80116
Horizontal Factor 1 Vertical Factor 2 Symbol Variable Coordinates

| 1 V222 .818 -.006
6 9 2 V223 -.207 .831

| 3 V224 .762 -.002
| 4 V225 .749 -.428

5 | 5 V226 -.291 .534
| 6 V227 -.136 .854
| 7 V228 .747 -.298
| 8 V229 .697 -.370
| 9 V230 .017 .848
| 10 V231 .797 -.124

---------------------+---------------------
| 3 1
| 10
|
| 8
| 4
|
|
|
|
|

6.3.6 Die Interpretation von Faktoren

Das Ergebnis der Faktorextraktion — und eventuell anschließender Rotation — ist
eine Beschreibung der Beziehungsstruktur zwischen standardisierten Observablen
zj und theoretischen Faktorenfr durch die FaktorladungsmatrixA. Als wesent-
liche Aufgabe bleibt die Interpretation dieser funktionalen Abhängigkeiten, d.h.
die Festlegung der inhaltlichen Bedeutung der Faktoren unter Berücksichtigung
der ermittelten Faktorladungen, und dieÜberpr̈ufung dieser Faktoren auf̈Uber-
einstimmung mit den theoretischen Grundannahmen.

Bei der im allgemeinen schwierigen Aufgabe der Interpretation von Faktoren hat
sich das Prinzip derLeitvariablendurchgesetzt, d.h. die besondere Berücksich-
tigung von Observablen mit hohen Faktorladungen bei der Namensgebung von
Faktoren. Im Sympathie-Beispiel sind aufgrund der klaren Trennung von Varia-
blengruppen und des Vorwissens aus der Analyse von Parteisympathieskalome-
tern die Interpretationsprobleme nicht groß. Es wird deutlich, daß der auf Partei-
ebene identifizierte bipolare Faktor sich auf der Politikerebene in zwei Faktoren
aufspaltet:

f1 : Sympathie Regierung
f2 : Sympathie Opposition
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* Auszug aus: FACTOR /VARIABLES V222 TO V231
* /PRINT EXTRACTION INITIAL ROTATION FSCORE
* /PLOT ROTATION(1,2).
Horizontal Factor 1 Vertical Factor 2 Symbol Variable Coordinates

| 1 V222 .818 -.006
6 9 2 V223 -.207 .831

| 3 V224 .762 -.002
| 4 V225 .749 -.428

5 | 5 V226 -.291 .534
| 6 V227 -.136 .854
| 7 V228 .747 -.298
| 8 V229 .697 -.370
| 9 V230 .017 .848
| 10 V231 .797 -.124

---------------------+---------------------
| 3 1
| 10
|
| 8
| 4
|
|
|
|
|

6.3.7 Die Berechnung der Faktorwerte

Ausgehend von der GleichungZ = FA und unter Verwendung des Fundamen-
taltheorems der Faktorenanalyse wurde die FaktorladungsmatrixA berechnet, mit
deren Hilfe die Sẗarke der Beziehungen zwischen Observablen und Faktoren er-
mittelt und eine inhaltliche Beschreibung der Faktoren durchgeführt werden konn-
te. Die damit erreichte Strukturierung und Reduzierung der Observablen ist in den
meisten F̈allen bereits das eigentliche Ziel der Anwendung von Faktorenanalysen.
Prinzipiell ist es jetzt aber auch m̈oglich, die Werte der MatrixF , d.h. dieFaktor-
werteder theoretischen Variablen zu ermitteln. Diese explizite Bestimmung von
Faktorwerten ist in folgenden Fällen sinvoll:

• Vereinfachte Beschreibung einer Analyseeinheit durch einen Faktorwert an-
stelle von vielen Observablenwerten.

• Konstruktvalidierung, d.h. Durchführung von Tests, ob eine Observable den
Bedeutungsgehalt eines Faktors mißt.

• Weiterverwendung von Faktorwerten anstatt der Observablenwerte in nach-
folgenden Analysen (z.B. als linear unabhängige Variablen in einer Regres-
sionsanalyse).
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Grunds̈atzlich ergeben sich für die Ermittlung vonF folgende M̈oglichkeiten:

1. Direkte Berechnung

Im Fall der Hauptkomponenten-/Hauptachsenanalyse, bei der genausovie-
le Faktoren wie Observablen erzeugt werden, istA quadratisch. FallsA
zus̈atzlich invertierbar ist, l̈aßt sich aus der Ausgangsgleichung eine Be-
stimmungsgleichung für F ableiten:

Z = FA

ZA−1 = F AA−1︸ ︷︷ ︸
=En

Damit gilt:

F = ZA−1

2. Scḧatzung(z.B. durch multiple Regression)

Im Fall vonr gemeinsamen Faktoren(r < m) lassen sich die Faktorenwer-
te, d.h. die Elemente einer Matrix̂F , scḧatzen:

F̂ = ZB

Gesucht wirdB als(m× r)-dimensionale Matrix von standardisierten Re-
gressionskoeffizienten für r Faktoren. Nach den Ausführungen zur multi-
plen Regressionsanalyse (vgl. Kapitel 6.2.2) gilt für die Berechnung von
Regressionskoeffizienten:

b = (XT X)−1XT y

Daraus folgt f̈ur B:

B = (ZT Z)−1ZT F

= m(ZT Z)−1 1

m
ZT F

= (
1

m
ZT Z)−1︸ ︷︷ ︸
=R−1

1

m
ZT F︸ ︷︷ ︸

=RZF
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Somit ergibt sich insgesamt:

F̂ = ZB

= ZR−1RZF

RZF bezeichnet dabei die Korrelationsmatrix zwischen den Observablenzj und
den Faktorenfr, für die gilt:

• RZF = A (= V fp (factor pattern)),
falls die Faktoren unkorreliert sind

• RZF = V fp ·Cf (= V fs (factor structure)),
falls die Faktoren untereinander korreliert sind (z.B. nach einer schiefwink-
ligen Rotation) mitCf als Korrelationsmatrix zwischen den Faktoren

Nachfolgende SPSS-Ausgabe enthält für das bekannte Beispiel die Matrix der Re-
gressionskoeffizientenB, die, multipliziert mit den standardisierten Observablen
Z, die Faktorwerte f̈ur jede Analyseeinheit ergibt (F = ZB).

* Auszug aus: FACTOR /VARIABLES V222 TO V231
* /PRINT EXTRACTION INITIAL ROTATION FSCORE
* /PLOT ROTATION(1,2).

Factor Score Coefficient Matrix:

FACTOR 1 FACTOR 2

V222 .27067 .12456
V223 .06049 .32004
V224 .25276 .11784
V225 .18216 -.06497
V226 -.01343 .18120
V227 .08784 .34107
V228 .20154 -.01030
V229 .17406 -.04825
V230 .13770 .36234
V231 .24549 .07156
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6.4 Diskriminanzanalyse

6.4.1 Problemstellung

Aufgabe der Diskriminanzanalyse ist es, verschiedene Aussagenüber Beziehun-
gen zwischen einer nominal skalierten und einer oder mehreren intervallskalierten
Variablen zu treffen. Aussagen dieser Art antworten auf eine der folgenden Fra-
gen:

• Wie genau l̈aßt sich aus der Kenntnis mehrerer quantitativer (metrischer)
Merkmale auf ein qualitatives Merkmal schließen? Mit welcher Sicherheit
läßt sich aus der Kenntnis metrischer Merkmale einer Untersuchungseinheit
auf die Zugeḧorigkeit zu einer Gruppe von Untersuchungseinheiten schlie-
ßen?

• In welchem Ausmaß tragen einzelne quantitative Merkmale zur Genauig-
keit der Vorhersage der Gruppenzugehörigkeit bei?

• Angenommen, ein Teil der Untersuchungseinheiten sei sowohl hinsicht-
lich seiner Gruppenzugehörigkeit (seines qualitativen Merkmals) als auch
hinsichtlich seiner quantitativen Merkmale bestimmt: zu welcher Gruppe
geḧort eine Untersuchungseinheit, von der nur die quantitativen Merkmale
bekannt sind?

Am Beispiel von zwei Gruppen und zwei intervallskalierten Variablen sei
zun̈achst das Problem graphisch veranschaulicht (Abb. 6.17):9

Offensichtlich gibt es in Abb. 6.17 — einem Streuungsdiagramm, das von den
Skalometern f̈ur SPD und FDP aufgespannt wird — ein Gebiet, in dem Angehöri-
ge der Gruppe 1 (CDU-Ẅahler) vorherrschen, und eines, in dem Angehörige der
Gruppe 2 (SPD-Ẅahler) vorherrschen.

9Abbildung und Berechnung der Mittelwerte (im Beispiel auf Seite 190) beruhen auf einer
Skala mit dem Wertebereich 1 bis 11, obwohl die Skalometerfragen im Bereich−5 bis +5 zu
beantworten waren.
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PLOT OF V212 WITH V215 BY V202
++----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+--+
| 2 2 |
| 222 2 2 2 222 2 |
| 22 2 222 2 22 22 22 22 2 2 2 |
| 2 22 2 2 2 22 2 222 22 2 $ 2 |

10+ 2 2 2 2 222 $222 221 22$ 22 2 2 2 2 +
S | 2 2 222 2 2* 22 12$ 222 22 1 |
K | 2 2 2 22 22 222 22 222 $ 2 1 |
A | 2 2 2222 $ 222$$22 $$212 1 $ 1 11 2 |
L | 2 2 12 2 2121 1 1 1 1 |
O 7.5+ 2 22 2 22 21$$$ $ 1 2$ 1 1 +
M | 2 1 $2 1 1 11 1 1 11 1 |
E |2 2 1 1 1 $ 1 111 1 1 2 11 |
T | 2 2 21 1 1 1 1$111 1111 111 |
E | 2 1 111 * 11 111 1 1 1 1 |
R 5+ 1 11 111 1 1 +
: | 11 1 1 1 1 1 1 |

| 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 |
S | 11 1 11 1 1 1 1 1 |
P | 11 1 11 1 1 1 1 1 |
D 2.5+ 1 11 11 111 11 +

| 1 1 1 1 |
| 1 1 11 1 |
| 1 2 1 1 1 |
| 1 1 |

0+ 1 +
++----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+--+

1 3 5 7 9 11
0 2 4 6 8 10

SKALOMETER: FDP

A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
AA

Abb. 6.17: CDU- und SPD-Ẅahler im Streuungsdiagramm aus FDP- und SPD-Sympathie. CDU-
Wähler sind mit einer1, SPD-Ẅahler sind mit einer2 markiert,* steht f̈ur die beiden Mittelwerte,
$ für Positionen, die von CDU- und SPD-Wählern besetzt sind. Die Verbindungslinie zwischen
den beiden Mittelwerten gibt die erste Linearkombination an.



190 Kapitel 6. Multivariate Datenanalyse

6.4.2 Verfahren

Zur Untersuchung des Problems geht die klassische Diskriminanzanalyse
([Klecka 1980], [Nie/Hull/u.a. 1975, S. 434–467]) davon aus, daß die beiden
Gruppen multinormalverteilt mit identischer Kovarianzmatrix, aber verschiede-
nen Mittelwertvektoren sind, auch wenn dieses Modell in der Regel von den Daten
nicht vollsẗandig erf̈ullt ist.

Das folgende Beispiel nutzt alle verfügbaren Skalometerfragen und alle Befrag-
ten, die angegeben haben, CDU, SPD oder FDP wählen zu wollen, zur Beantwor-
tung der Frage, wie genau die Kenntnis der Sympathieskalometer die Antwort auf
die Sonntagsfrage vorhersagt:

* SPSS-Aufruf: DSCRIMINANT /GROUPS V202 (1,3)
* /VARIABLES V212 TO V231
* /ANALYSIS V212 TO V231
* /METHOD DIRECT
* /STATISTICS 1 2 10 13 15 16.

Number of Cases by Group

Number of Cases
V202 Unweighted Weighted Label

1 176 176.0 CDU
2 203 203.0 SPD
3 24 24.0 FDP

Total 403 403.0

Group means

V202 V212 SPD V213 CDU V214 CSU V215 FDP
1 5.42045 9.47727 8.82386 7.21023
2 9.39901 5.56158 4.55665 5.40887
3 6.45833 7.45833 6.33333 8.33333

Total 7.48635 7.38462 6.52605 6.36973

V202 V220 V221 V222 V223 Brandt
1 5.39205 3.44318 6.54545 4.35227
2 8.53202 6.02463 5.10837 8.02463
3 6.12500 4.16667 7.37500 5.37500

Total 7.01737 4.78660 5.87097 6.26303

V202 V224 Genscher V225 Kohl V226 V227
1 7.86932 9.21591 3.32386 5.36932
2 6.38916 4.83744 5.45813 9.16749
3 8.70833 6.79167 4.50000 6.16667

Total 7.17370 6.86600 4.46898 7.33002
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Die erste Phase der Diskriminanzanalyse besteht darin, den Satz von unabhängi-
gen Variablen —̈ahnlich wie in der Faktorenanalyse — durch eine ausreichende
Anzahl neuer, untereinander nicht korrelierter Variablen, von sogenannten kano-
nischen Diskriminanzfunktionen, zu ersetzen. Aus der Anzahl der Ausprägungen
der abḧangigen, nominal skalierten Variablen ergibt sich die Anzahl der kano-
nischen Diskriminanzfunktionen: zwei Gruppen können durch eine Funktion,g
Gruppen durchg − 1 Funktionen getrennt werden. “Trennung” bedeutet hier die
Varianz-Maximierung der Gruppenmittelwerte der Diskriminanzfunktionen unter
der Nebenbedingung, daß alle Diskriminanzfunktionen Linearkombinationen aus
den unabḧangigen Variablen und untereinander unkorreliert sind. Für den Zwei-
Gruppen-Fall kann “Trennung” auch verstanden werden als der Abstand zwischen
den Mittelwerten der beiden Gruppen; die erste kanonische Diskriminanzfunktion
entspricht damit der Richtung, die durch die beiden in der obigen Abbildung mit
* angegebenen Gruppenmittelpunkte bestimmt ist. Für den Mehr-Gruppen-Fall
reicht diese Definition offenbar nicht aus, an die Stelle des Mittelpunktabstands
tritt daher die Varianz der Gruppenmittelwerte in der jeweiligen kanonischen Dis-
kriminanzfunktion.

Zur Auffindung der ersten kanonischen Diskriminanzfunktion ist daher zunächst
hypothetisch eine Linearkombination aller Variablen zu unterstellen und sodann
in Abhängigkeit von den Koeffizienten dieser Linearkombination die Varianz ih-
rer Gruppenmittelwerte zu maximieren. Hierfür seien folgende Bezeichnungen
eingef̈uhrt:

xikm : Wert deri-ten Variablen (i = 1, . . . , p), gemessen an derm-ten Unter-
suchungseinheit (m = 1, . . . , nk) in derk-ten Gruppe (k = 1, . . . , g),
wobei

∑
k nk = n•

xik• : Mittelwert deri-ten Variablen in derk-ten Gruppe

xi•• : Mittelwert der i-ten Variablenüber alle Untersuchungseinheiten, d.h.
ohne Ansehen ihrer Gruppenzugehörigkeiten

Für die Linearkombinationen wird der Buchstabey verwendet; der (erste) Index
j (j = 1, . . . , q; anstelle voni) bezeichnet dann diej-te Linearkombination. Die
Bedeutungen vonyjkm, yjk• undyj•• sind den entsprechenden für x analog. Die
Koeffizienten derj-ten Linearkombination werden mituji bezeichnet. Dann gilt
für den Wert derj-ten Linearkombination desm-ten Falles in derk-ten Gruppe:

yjkm = uj0 + uj1x1km + uj2x2km + . . . + ujpxpkm
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Zur Vereinfachung der Ableitung wird von den Linearkombinationen (nicht aber
von den Variablen) gefordert, daß sie wie folgt standardisiert seien:

yj•• = 0

1

n• − g

g∑
k=1

nk∑
m=1

(yjkm − yjk•)
2 = 1

Jede Linearkombination soll alsöuber alle Gruppen den Mittelwert Null und in-
nerhalb der Gruppen die Varianz Eins haben.

yj•• = 0 =
1

n

g∑
k=1

nk∑
m=1

yjkm

0 =
1

n

g∑
k=1

nk∑
m=1

(uj0 + uj1x1km + uj2x2km + . . . + ujpxpkm)

=
1

n

g∑
k=1

nk∑
m=1

(
uj0 +

p∑
i=1

ujixikm

)
1

n

g∑
k=1

nk∑
m=1

uj0 = −
p∑

i=1

uji

(
1

n

g∑
k=1

nk∑
m=1

xikm

)

uj0 = −
p∑

i=1

ujixi••

yjkm =
p∑

i=1

uji(xikm − xi••)

Damit ist

yjk• =
p∑

i=1

(xik• − xi••)uji

Die zu maximierenden Varianzen der Gruppenmittelwerte der kanonischen Dis-
kriminanzfunktionen (die mit den Gruppengrößen gewichtet werden) betragen

s2
yjk•

=
1

n• − g

g∑
k=1

nk(yjk• − yj••)
2

Wegenyj•• = 0 (siehe oben) ist also folgende Funktion der Koeffizienten der
Linearkombination zu maximieren:

V (u) =
g∑

k=1

nky
2
1k•

!
= Maximum
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Unter Verwendung der Matrizenschreibweise ist dies gleichbedeutend mit

V = uT (Xk −XT
• )(Xk −X•)u

Darin ist

Xk eine Matrix, die in jeder Zeile f̈ur einen Fall anstelle seiner Varia-
blenwerte die zugeḧorigenGruppenmittelwerte entḧalt, und

X• eine Matrix, die in jeder Zeile f̈ur einen Fall anstelle seiner Varia-
blenwerte die zugeḧorigenGesamtmittelwerte entḧalt;

Xk −X• entḧalt also f̈ur jeden Fall die Differenz zwischen Gruppen- und Ge-
samtmittelwert.

Die Matrix (Xk−X•)
T (Xk−X•) = B wird alsbetween-groups sums of squares

and crossproducts matrixbezeichnet. Zu maximieren ist also

V = uT Bu

Die Diskriminanzfunktionen sollen (vgl. Vorseite) standardisiert werden, so daß
ihre intra-Gruppen-Varianz gleich 1 ist, d.h. es soll gelten:

g∑
k=1

nk∑
m=1

(yjkm − yjk•)
2 = n• − g

Mit den letzten Ergebnissen für yjkm und yjk• läßt sich der Klammerausdruck
dieser Gleichung als

yjkm − yjk• =
p∑

i=1

(xikm − xik•)uji

und die Summe der Quadrate somit in Matrizenschreibweise als

g∑
k=1

nk∑
m=1

(yjkm − yjk•)
2 = uT (X −Xk)

T (X −Xk)u

darstellen.

Darin istX die urspr̈ungliche Datenmatrix. Die Matrix(X−Xk)
T (X−Xk) =

W wird alswithin-groups sums of squares and crossproducts matrixbezeichnet.
Damit lautet die Nebenbedingung

n• − g − uT Wu = 0
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u errechnet sich aus dem Gleichungssystem

∂H

∂u
= 0

mit

H = uT Bu + λ(n• − g − uT Wu)

Eingesetzt ergibt dies:

∂H

∂u
= 2Bu− 2λWu = 0

Nach Vereinfachung zu

Bu = λWu

stellt sich wiederum ein Eigenwertproblem, das mit Standardverfahren lösbar ist.
Die letzte Gleichung hatq = min(p, (g−1)) — in der Regel voneinander verschie-
dene — L̈osungen. Dabei sindu1, u2, . . . ,uq die zueinander orthogonalen Vekto-
ren der Koeffizienten der kanonischen Diskriminanzfunktionen undλ1, λ2, . . . , λq

die zugeḧorigen Eigenwerte. Aus den Koeffizientenvektoren ergibt sich (aller-
dings erst nach Standardisierung bzw. gerade dann, wenn die DatenmatrixX
standardisierte Variablen enthält), welche Variablen zu welchen kanonischen Dis-
kriminanzfunktionen beitragen, ẅahrend aus den Eigenwerten die Diskriminati-
onskapaziẗat der zugrundeliegenden Variablen folgt.

Damit lassen sich für jeden Fall die Werte in den Linearkombinationen berechnen
und insbesondere auch graphisch darstellen (vgl. Abb. 6.18 bis 6.22). Außerdem
können die Gruppenmittelwerte der Linearkombinationen ausgerechnet werden:

Canonical Discriminant Functions evaluated at Group Means(Group Centroids)

Group FUNC 1 FUNC 2
1 1.62852 .13854
2 -1.49193 .05272
3 .67675 -1.46188
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X----+----+----+----+----+----+----+----X
Out X X

| |
| | All-groups Scatterplot
| |
| | * indicates a

4.0 + + group centroid
| 2 2 |
| 2 2 22 2 1 | Across: Function 1
| 22 #22222 111211 1 | Down: Function 2
| 22#22222#11111#111 1 1 |

.0 + 2 2#22*222##1#*11111 +
| 2 2#22322#31111111 |
| 2 ##2#2#2 *3 311 |
| 2222 3#3 3 3 |
| 2 3 3 |

-4.0 + +
| |
| |
| |
| |

Out X X
X----+----+----+----+----+----+----+----X

Out -6.0 -4.0 -2.0 .0 2.0 4.0 6.0 Out

Abb. 6.18: “All-groups Scatterplot”
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X----+----+----+----+----+----+----+----X
Out X X

| | Group 1
| | CDU
| |
| | * indicates a

4.0 + + group centroid
| |
| 1 | Across: Function 1
| 111111 1 | Down: Function 2
| 1 1111111111 1 1 |

.0 + 1 11111*11111 +
| 1 111111111 |
| 11 |
| 1 |
| |

-4.0 + +
| |
| |
| |
| |

Out X X
X----+----+----+----+----+----+----+----X

Out -6.0 -4.0 -2.0 .0 2.0 4.0 6.0 Out

Abb. 6.19: Streuungsdiagramm für die CDU-Ẅahler
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X----+----+----+----+----+----+----+----X
Out X X

| | Group 2
| | SPD
| |
| | * indicates a

4.0 + + group centroid
| 2 2 |
| 2 2 22 2 | Across: Function 1
| 22 222222 2 | Down: Function 2
| 2222222222 |

.0 + 2 2222*22222 +
| 2 2222222 |
| 2 2222222 |
| 2222 |
| 2 |

-4.0 + +
| |
| |
| |
| |

Out X X
X----+----+----+----+----+----+----+----X

Out -6.0 -4.0 -2.0 .0 2.0 4.0 6.0 Out

Abb. 6.20: Streuungsdiagramm für die SPD-Ẅahler
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X----+----+----+----+----+----+----+----X
Out X X

| | Group 3
| | FDP
| |
| | * indicates a

4.0 + + group centroid
| |
| | Across: Function 1
| | Down: Function 2
| |

.0 + 3 3 +
| 3 33333 3 |
| 3 3 *3 3 |
| 333 3 3 |
| 3 3 |

-4.0 + +
| |
| |
| |
| |

Out X X
X----+----+----+----+----+----+----+----X

Out -6.0 -4.0 -2.0 .0 2.0 4.0 6.0 Out

Abb. 6.21: Streuungsdiagramm für die FDP-Ẅahler
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X----+----+----+----+----+----+----+----X
Out X X

| |
| | Ungrouped cases
| |
| |

4.0 + +
| |
| | Across: Function 1
| ## ## # | Down: Function 2
| # ## ## # |

.0 + # ######### # +
| ######## # |
| ###### |
| # |
| |

-4.0 + +
| |
| |
| |
| |

Out X X
X----+----+----+----+----+----+----+----X

Out -6.0 -4.0 -2.0 .0 2.0 4.0 6.0 Out

Abb. 6.22: Streuungsdiagramm für die Befragten mit unbekannter Wahlentscheidung

Zur Darstellung der Diskriminationskapazität wirdWilks’ Lambdaverwendet, das
wie folgt definiert ist:

Λk =
q∏

i=k+1

1

1 + λi

0 < Λk < 1

Dabei istk die Anzahl der bereits (in der Reihenfolge der Größe ihrer Eigen-
werte) berechneten kanonischen Diskriminanzfunktionen und Lambda ein Maß
für die in den Variablen noch verbleibende Diskriminationskapazität. Insbesonde-
re für k = 0 zeigtΛ die gesamte Diskriminationskapazität, und zwar ist Lambda
umso gr̈oßer (n̈aher an 1.0), je geringer die Diskriminationskapazität ist, und umso
kleiner (n̈aher an 0.0), je größer sie ist. Damit ist die erste der drei in der Problem-
stellung (Seite 188) genannten Fragen beantwortet: es ist mit Wilks’ Lambda ein
skalares Maß f̈ur die Diskriminationskapazität gefunden (ein weiteres, anschauli-
cheres l̈aßt sich nach Beantwortung der dritten Frage gewinnen).

Canonical Discriminant Functions
Pct of Cum Canonical After Wilks’

Fcn Eigenvalue Variance Pct Corr Fcn Lambda Chisquare DF Sig
: 0 .2643 519.567 40 .0000

1* 2.3240 94.39 94.39 .8362 : 1 .8787 50.509 19 .0001
2* .1381 5.61 100.00 .3483 :

* marks the 2 canonical discriminant functions remaining in the analysis.
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6.4.3 Beurteilung der einzelnen Variablen

Für die Beantwortung der zweiten Frage läßt sich die gleiche Analyse für jede
einzelne Variable durchführen; auf diese Weise läßt sich jeder einzelnen Varia-
blen ein Wilks’ Lambda zuordnen; umgekehrt kann auch Wilks’ Lambda für alle
Variablen mit Wilks’ Lambda f̈ur alle bis auf eine Variable verglichen werden,
um so den marginalen Beitrag jeder einzelnen Variablen zur Gruppentrennung zu
ermitteln.

Außerdem lassen sich die Korrelationen zwischen den Variablen und den Linear-
kombinationen berechnen:

Structure Matrix:

Pooled-within-groups correlations between discriminating variables
and canonical discriminant functions

(Variables ordered by size of correlation within function)

FUNC 1 FUNC 2
V212 -.69376* .06056
V225 .61725* .30842
V213 .60967* .25745
V217 .59263* .15546
V214 .58623* .32877
V218 .58034* .29889
V227 -.58021* .10879
V223 -.53125* .02788
V220 -.52181* .07375
V230 -.44385* .06111
V229 .42570* .21021
V228 .38915* -.17019
V221 -.34519* .01691
V231 .30409* -.25461
V216 -.27871* -.06339
V226 -.26596* -.13148
V215 .29337 -.51391*
V224 .24441 -.40322*
V219 .36946 -.39122*
V222 .21834 -.36431*

Die vorstehende Tabelle enthält die Korrelationen zwischen den Linearkombina-
tionen und den Skalometern. Sie sind unerläßlich, um zu ermitteln, worin sich
die Gruppen unterscheiden. Die erste — in den Bildern 6.18–6.22 waagerecht
dargestellte — Linearkombination korreliert auffällig hoch negativ mit dem SPD-
Skalometer (V212) und positiv mit dem Kohl-Skalometer (V225); hier scheint es
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sich also um die “links”-“rechts”-Dimension zu handeln. Die zweite — in die-
sen Bildern senkrecht dargestellte — Linearkombination korreliert negativ mit
den Skalometern für die FDP (V215) und f̈ur Genscher (V224); diese Dimension
wäre vorl̈aufig als “Anti-FDP-Dimension” zu bezeichnen.

6.4.4 Klassifikation

Für die dritte Frage muß zusätzlich zur Ableitung der kanonischen Diskriminanz-
funktionen noch ein Klassifikationsverfahren beschrieben werden. Unterstellt war,
daß jede einzelne Gruppe multinormalverteilt mit identischer Kovarianzmatrix
und gruppenspezifischem Mittelwertvektor ist. Damit läßt sich (auch ohne kano-
nische Diskriminanzfunktionen) die Distanz jeder einzelnen Untersuchungsein-
heit zu allen Gruppenmittelpunkten (Zentroiden) ermitteln; unter Zuhilfenahme
der kanonischen Diskriminanzfunktionen läßt sich diese Distanz auch unabhängig
von den Skaleneinheiten der einzelnen Originalvariablen berechnen.

Im einfachsten Fall wird jede Untersuchungseinheit derjenigen Gruppe zugeord-
net, zu der sie die geringste Distanz besitzt. Da nach Voraussetzung die kano-
nischen Diskriminanzfunktionen so berechnet worden sind, daß für alle Grup-
pen ihre Kovarianzmatrizen mit der Einheitsmatrixübereinstimmen, also sich in
jeder Gruppe Varianzen auf Eins und Kovarianzen (Korrelationen) auf Null be-
laufen, sind f̈ur jede Gruppe die Distanzen der einzelnen Untersuchungseinhei-
ten vom Gruppenmittelpunktχ2-verteilt mit q Freiheitsgraden. F̈ur jede Unter-
suchungseinheit kann also mit Bezug auf jeden Gruppenmittelpunkt angegeben
werden, wie groß die Wahrscheinlichkeit ist, Untersuchungseinheiten noch weiter
entfernt anzutreffen. Diese Wahrscheinlichkeit wirdüblicherweise verstanden als
die Wahrscheinlichkeit, daß diese Untersuchungseinheit zur jeweiligen Gruppe
geḧort.

Der Gang der Rechnung wird anhand der ersten beiden Fälle des Datensatzes
verfolgt,

Case Mis Actual Highest Probability 2nd Highest Discrim
Number Val Sel Group Group P(D/G) P(G/D) Group P(G/D) Scores

1 1 1 .3599 .9774 3 .0168 1.6720
1.5676

2 2 2 .2161 .9910 3 .0089 -2.8357
-1.0692

... ... ...

für die als Werte der beiden Linearkombinationen (“discriminant scores”)
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Fall Func 1 Func 2
1 1.6720 1.5676
2 −2.8357 −1.0692

berechnet wurden. Das Quadrat der Entfernung von den Gruppenmittelwerten be-
trägt

D2
km =

q∑
j=1

(yjkm − yjk•)
2

Die Entfernungen des Falles 1 zu den Mittelwerten der drei Gruppen betragen

Gruppe Dk1 D2
k1 P (χ2 > D2

k1) P (G|D)
Gruppe 1 1.42972 2.04410 0.35986 0.9774
Gruppe 2 3.50789 12.30529 0.00213 0.0021
Gruppe 3 3.18877 10.16825 0.00619 0.0168
Summe 0.36818 1.0000

so daß — schon nach der SpalteDk1 — Fall 1 am ehesten zu Gruppe 1 zu gehören
scheint (was auch tatsächlich nach dem Wahlverhalten laut Datensatz der Fall ist).

D2
km ist um den Gruppenmittelpunkt(y1k•, . . . , yqk•) χ2-verteilt mit q Freiheits-

graden, denn es handelt sich um — vgl. obige Gleichung — eine Summe von
q Quadraten normalverteilter Zufallszahlen (vgl. hierzu auch Kapitel 5.2.1 und
5.2.2). Damit l̈aßt sich die WahrscheinlichkeitP (χ2 > D2) berechnen, daß Fälle
gefunden werden, die noch weiter vom Gruppenmittelpunkt entfernt liegen alsD
— diese Wahrscheinlichkeit sei identifiziert mit der WahrscheinlichkeitP (D|G),
der Wahrscheinlichkeit, bei dieser Distanz zur Gruppe zu gehören. Im allgemei-
nen werden sich diese Wahrscheinlichkeiten nicht zu 1 addieren; daher werden sie
durch Division durch die Summe dieser Wahrscheinlichkeiten in die Wahrschein-
lichkeitenP (G|D) — die als Wahrscheinlichkeiten ansehbar sind, daß Fall 1 zu
einer der drei Gruppen gehört — umgerechnet.

Die Zuweisung zu derjenigen Gruppe, bei der für eine Untersuchungseinheit die-
se Wahrscheinlichkeit am höchsten ist, stimmt mit einer auf Distanzbasis er-
folgendenüberein; die Wahrscheinlichkeitsklassifizierung kann jedoch zusätz-
lich noch an im voraus bekannte Zugehörigkeitswahrscheinlichkeiten angepaßt
werden. Dazu werden die ursprünglich abgeleiteten Gruppenzugehörigkeitswahr-
scheinlichkeitenP (D|G) mit der a-priori-Wahrscheinlichkeit, zu der betreffen-
den Gruppe zu gehören, multipliziert. Die Zuweisung erfolgt dann zu der Grup-
pe, bei der dieses Produkt am höchsten ist. Bei der Auswertung vona-priori-
Wahrscheinlichkeiten wird die Zugehörigkeit zu großen Gruppen besser, die zu
kleinen schlechter prädiziert.
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Auf die gleiche Weise k̈onnen F̈alle, deren Gruppenzugehörigkeit nicht bekannt
ist oder bei der Berechnung von Mittelwerten und kanonischen Diskriminanz-
funktionen nicht ber̈ucksichtigt wurde, ebenfalls klassifiziert werden.

Symbols used in territorial map
Symbol Group Label------ ----- --------------------

1 1 CDU
2 2 SPD
3 3 FDP
* Group Centroids

+----+----+----+----+----+----+----+----+
8.0 + 21 +

| 21 |
| 21 | Territorial Map
| 21 |
| 21 | * indicates a

4.0 + + + + 21 + + + + group centroid
| 21 |
| 21 | Across: Function 1
| 21 | Down: Function 2
| 21 |

.0 + + + +* 2111*+ + + +
| 222331111 |
| 22333*33311111 |
| 22233 333331111 |
| 22333 33331111 |

-4.0 + + + 2233 + + + 333311111+
| 22233 333331|
| 22333 33|
| 22233 |
| 22333 |

-8.0 + 2233 ++----+----+----+----+----+----+----+----+
-8.0 -6.0 -4.0 -2.0 .0 2.0 4.0 6.0 8.0

Abb. 6.23: “Territorial map”

Darüber hinaus ist es m̈oglich, den von den kanonischen Diskriminanzfunktionen
oder den von den Originalvariablen aufgespannten Raum in Gruppenterritorien
zu gliedern (vgl. Abb. 6.23). Im Zwei-Variablen-Fall handelt es sich dabei um die
Zerlegung der Ebene durchg Geraden, wobei wieder identische Kovarianzmatri-
zen der Originalvariablen in den einzelnen Gruppen unterstellt sind.

Auf der Basis der Klassifikation läßt sich ein weiteres Maß für die G̈ute der Grup-
pentrennung ableiten, das die Anzahl der Fehlklassifikationen zur Grundlage hat.
Bei bekannten Gruppengrößen wird bei zuf̈alliger “Klassifikation” ein Teil der
Fälle richtig zugeordnet (dieser Anteil ergibt sich als Summe der Quadrate der
a-priori-Wahrscheinlichkeiten). Wird die Zahl der durch Raten richtig zugeord-
neten F̈alle sowohl von der Zahl der durch die Diskriminanzanalyse richtig klas-
sifizierten als auch von der Zahl aller Fälle subtrahiert, und werden die beiden
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Differenzen dividiert, so ist das Ergebnis das Assoziationsmaßτ von Goodman
und Kruskal [Liebetrau 1983, S. 24–31], das gerade Null ist, wenn die Diskri-
minanzanalyse ein Ergebnis gebracht hat, welches ebenso schlecht ist, wie das
Ergebnis schlichten Ratens, und das Eins ist, wenn die Diskriminanzanalyse alle
Fälle richtig klassifiziert hat.

Classification Results -

No. of Predicted Group Membership
Actual Group Cases 1 2 3

-------------------- ------ -------- -------- --------
Group 1 176 149 14 13
CDU 84.7% 8.0% 7.4%

Group 2 203 4 188 11
SPD 2.0% 92.6% 5.4%

Group 3 24 3 3 18
FDP 12.5% 12.5% 75.0%

Ungrouped Cases 70 8 46 16
11.4% 65.7% 22.9%

Percent of "grouped" cases correctly classified: 88.09%

Im vorliegenden Fall ẅare ohne Kenntnis der Skalometer die Einschätzung der
Antwort der 403 Befragten auf die Sonntagsfrage

176 ∗ 176

403
+ 203 ∗ 203

403
+ 24 ∗ 24

403
= 77 + 102 + 1 = 180

d.h. in 44.8% der F̈alle, richtig gewesen. Mit Kenntnis der Skalometer und
nach Durchf̈uhrung der Diskriminanzanalyse hat sich die Anzahl der richtigen
Einscḧatzungen auf149 + 188 + 18, d.h. auf 88.1% verbessert. Die anteilige Re-
duktion des Fehlers (PRE, vgl. Kapitel 5.2.3) beträgt also 0.784:

Prozentualer Fehler ohne Kenntnis 0.552
Prozentualer Fehler mit Kenntnis 0.119
Fehlerreduktion 0.433
Anteilige Fehlerreduktion 0.784

Die letzte Zeile der ungruppierten Fälle in der Klassifikationstabelle gibt an,
wie sich die Befragten mit unbekannter Parteipräferenz vermutlich entscheiden
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würden, wenn sie ihre Partei- und Politikersympathien auf die gleiche Weise in
ihre Stimmabgabe umsetzen wie die Befragten mit bekannter Parteipräferenz.

Bei Nutzung der Information über die Gruppengrößen (a-priori-
Wahrscheinlichkeiten) ergeben sich bei CDU und SPD 159 (+10) bzw. 200
(+12) richtige Zuordnungen, bei der FDP nur noch 7 (−11).

6.4.5 Kanonische Korrelation

Abschließend sei erẅahnt, daß die Diskriminanzanalyse formaläquivalent ist mit
einer kanonischen Korrelationsanalyse ([Levine 1977], [Gaensslen/Schubö 1976,
S. 165–198]), bei der der eine Variablensatz die Menge der diskriminierenden Va-
riablen, also wiederum der Variablenxi (i = 1, . . . , p) und der andere ein Satz
von (g − 1) Dummy-Variablenz1, z2, . . . , zg−1 ist. Für den Fallm aus der Grup-
pe k ist zkkm = 1 und sind allezlkm = 0 für l 6= k. Die z-Werte eines Falles
aus der Gruppeg (der Gruppe mit der ḧochsten Gruppennummer) sind sämtlich
Null, so daß mit den Wertenzlkm (l = 1, . . . , (g − 1)) von denen ḧochstens einer
gleich Eins, alle anderen aber gleich Null sind, die Gruppenzugehörigkeit genau
beschrieben ist. Aufgabe der kanonischen Korrelationsanalyse ist es nun, Linear-
kombinationen

sjkm =
p∑

i=1

(zikm − zi••)vi

und

tjkm =
p∑

i=1

(xikm − xi••)ui

so zu bestimmen, daß

• die Korrelation vons1 undt1 maximal wird und

• die partielle Korrelation vonsj und tj, j > 1, unter rechnerischer Kon-
stanthaltung allersj′ und tj′ , j

′ < j, maximal wird, wobei gleichzeitig alle
Korrelationen zwischensj und sj′′ , tj und tj′′ , sj und tj′′ sowie sj′′ und
tj, j

′′ < j, verschwinden.

Danach ergibt sich als Korrelationsmatrix der kanonischen Variablensj undtj je-
weils miteinander die Einheitsmatrix und als Korrelationsmatrix dersj mit dentj
eine Diagonalmatrix mit von links oben nach rechts unten fallenden sogenann-
ten kanonischen Korrelationen, die die gesamte Informationüber die linearen
Abhängigkeiten zwischen den beiden Originalvariablensätzen enthalten.̈Ubliches
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Maß für die Sẗarke des (linearen) Zusammenhangs insgesamt zwischen den bei-
den Variablens̈atzen ist wiederum Wilks’ Lambda, das auf der Basis der kanoni-
schen Korrelationen definiert ist als

Λ =
q∏

j=1

(1− r2
cj)

wobei rcj für eine derq kanonischen Korrelationen steht undq die kleinere der
beiden Variablenanzahlen in den beiden Variablensätzen ist.

Werden — wie oben beschrieben —zi (i = 1, . . . , (g− 1)) als Dummy-Variablen
zur Beschreibung der Gruppenzugehörigkeit gebildet, so sind die Linearkombina-
tionentj (j = 1, . . . , q) der kanonischen Analyse mit den kanonischen Diskrimi-
nanzfunktionenyj der Diskriminanzanalyse identisch.
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6.5 Clusteranalyse

6.5.1 Problemstellung

Die Clusteranalyse (in ihren verschiedenen Ausprägungen) hat zur Aufgabe, die
Fälle (Objekte, Befragten) zu m̈oglichst homogenen Gruppen (Clustern) zusam-
menzufassen. Hierzu muß zwischen den Fällen einÄhnlichkeitsmaß (oder, in um-
gekehrter Betrachtungsweise: ein Distanzmaß) definiert sein, das es erlaubt,ähn-
liche F̈alle bzw. F̈alle mit geringer Distanz zu gruppieren, mit dem Ziel, daß die
Gruppen untereinander m̈oglichst un̈ahnlich sind oder m̈oglichst große Distanzen
aufweisen.

6.5.2 Verfahren

Im wesentlichen werden hierarchische agglomerative und partitionierende Ver-
fahren unterschieden.

Hierarchische agglomerative Verfahrenbeginnen bei den einzelnen Fällen und
fassen zun̈achst die zweïahnlichsten F̈alle zusammen (agglomerativ) und fügen
dann alle weiteren F̈alle nach dem Maße ihrer̈Ahnlichkeit zu dem entste-
henden Cluster hinzu, wobei eine Hierarchie der Zusammenfassungen entsteht,
die sich in einer baumartigen Struktur (Dendrogramm) veranschaulichen läßt.
Je nach dem, wie das Anfügen im einzelnen geschieht (“sorting strategy”
[Aldenderfer/Blashfield 1984, S. 38]), wird differenziert:

• single linkage:
Ein neuer Fall wird einem Cluster angefügt, wenn wenigstens ein Fall aus
diesem Cluster auf demselbenÄhnlichkeitsniveau steht wie der neu ein-
zufügende Fall. F̈ur die Beurteilung der̈Ahnlichkeit zwischen neuem Fall
und Cluster wird das Cluster also durch denjenigen seiner Fälle repr̈asen-
tiert, der dem einzuf̈ugenden Fall am̈ahnlichsten ist.

• complete linkage:
Ein neuer Fall wird einem Cluster angefügt, wenn alle F̈alle aus diesem
Cluster auf demselben̈Ahnlichkeitsniveau stehen wie der neu einzufügende
Fall. Für die Beurteilung der̈Ahnlichkeit zwischen neuem Fall und Cluster
wird das Cluster also durch denjenigen seiner Fälle repr̈asentiert, der dem
einzuf̈ugenden Fall am wenigstenähnlich ist.
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• average linkage:
Ein neuer Fall wird einem Cluster angefügt, wenn die F̈alle aus diesem Clu-
ster im Mittel auf demselben̈Ahnlichkeitsniveau stehen wie der neu ein-
zufügende Fall. F̈ur die Beurteilung der̈Ahnlichkeit zwischen neuem Fall
und Cluster wird das Cluster also gewissermaßen (genau gilt das nur für
die Zentroid-Methode — nicht zu verwechseln mit der veralteten Zentro-
idmethode bei der Faktorenanalyse —, die allerdings metrische Merkmale
voraussetzt) durch seinen Mittelpunkt repräsentiert.

• Ward’s method:
Auch dieses Verfahren setzt — wie die Zentroid-Methode — metrische
Merkmale voraus. Sie beurteilt die Summe der quadrierten Entfernungen
der F̈alle eines jeden Clusters vom Mittelpunkt ihres jeweiligen Clusters
(Fehlerquadratsumme, “error sum of squares”) und führt jene Clusterzu-
sammenf̈ugung aus, die den geringsten Zuwachs in dieser Fehlerquadrat-
summe zur Folge hat.

Für alle Varianten der agglomerativen Clusteranalyse ist es erforderlich, erst ein-
mal eine Matrix der Distanzen (oderÄhnlichkeiten) zwischen allen F̈allen (und
Clustern) zu berechnen; sie sind daher sehr speicheraufwendig. Distanzen oder
Ähnlichkeitenüber metrische Variable werden bezeichnet als:

• Euklidischer Abstand

dij =

√√√√ m∑
k=1

(xik − xjk)
2

• Quadratischer euklidischer Abstand

dij =
m∑

k=1

(xik − xjk)
2

• City-Block-Abstand

dij =
m∑

k=1

|xik − xjk|

• Chebyshev-Abstand
dij =

m
max
k=1
|xik − xjk|



6.5. Clusteranalyse 209

• Verallgemeinerter Abstand

dij = r

√√√√ m∑
k=1

|xik − xjk|p

(p = 2, r = 2 ergibt den euklidischen Abstand,p = 2, r = 1 den qua-
drierten euklidischen Abstand,p = 1, r = 1 den City-Block-Abstand und
p =∞, r =∞ den Chebyshev-Abstand)

Daneben eignen sich — vor allem wenn die Blickrichtung umgekehrt wird und
eine Gruppierung̈ahnlicher Merkmale zu Merkmals-Clustern beabsichtigt ist —
alle Korrelations-, Assoziations- und PRE-Maße zurÄhnlichkeitsmessung.

Schließlich kann die Clusteranalyse — ohne Auswertung von Merkmalen bei
Fällen — gleich auf einer̈Ahnlichkeits- oder Distanzmatrix aufsetzen.

Partitionierende Verfahrenbeginnen mit einer beliebigen Anfangsaufteilung der
Fälle in Cluster und gehen dann folgendermaßen iterativ vor:

1. Sie berechnen die Mittelpunkte der Cluster (hierzu bedarf es wiederum me-
trischer Merkmale),

2. weisen dann jeden Fall demjenigen Cluster zu, dessen Mittelpunkt am
nächsten liegt und

3. berechnen die Mittelpunkte der Cluster neu.

4. Die Schritte 2 und 3 werden solange ausgeführt, bis in einem Durchgang
kein Fall mehr seine Cluster-Zugehörigkeit ändert.

In SPSS zum Beispiel sind die beschriebenen Varianten der agglomerativen Ver-
fahren in der MethodeCLUSTERrealisiert, ẅahrend eine Variante der partitionie-
renden Verfahren in der MethodeQUICK CLUSTERdurchgef̈uhrt wird.
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6.5.3 Partitionierende Verfahren: Ein Beispiel

Anhand einer weiter verkleinerten Anzahl von Fällen aus dem Wahl-Datensatz
kann gezeigt werden, daß mit den auch zur Illustration der Diskriminanzanalyse
verwendeten Skalometerfragen eine Bildung von Gruppen recht gut möglich ist.
Anders als bei der Diskriminanzanalyse lautet die Fragestellung hier nicht:

Lassen sich die Ẅahler unterschiedlicher Parteien nach ihrer Sympa-
thie für Parteien und Politiker voneinander unterscheiden?

sondern:

Lassen sich die Ẅahler in homogene Gruppen aufteilen, die sich in
den Sympathieeinstufungen ihrer Mitglieder unterscheiden?

An diese Frage läßt sich hernach die zweite anschließen: Wodurch lassen sich die
gefundenen Gruppen, außer durch ihre Sympathieeinstufungen, noch charakteri-
sieren?

Das zun̈achst vorzustellende partitionierende Verfahren inQUICK CLUSTER
vermag noch alle F̈alle zu verarbeiten. Zur Clusterbildung werden alle Sympa-
thieskalometer benutzt (V212 TO V231), die Anfangsaufteilung beginnt mit
den am weitesten voneinander entfernten (unähnlichsten) F̈allen (/INITIAL
SELECT) in zwei Clustern (/CRITERIA CLUSTERS (2) ). Am Schluß der
Auswertung werden die Abstände von den endgültigen Clustermittelpunkten aus-
gegeben (/PRINT DISTANCE), außerdem wird eine Varianzanalyse (ANOVA)
durchgef̈uhrt. Die endg̈ultige Clusterzugeḧorigkeit wird in der VariablenSKQC2
abgespeichert (/SAVE CLUSTER (SKQC2)).

* SPSS-Aufruf: QUICK CLUSTER V212 TO V231
* /INITIAL SELECT /CRITERIA CLUSTERS (2)
* /PRINT DISTANCE ANOVA /SAVE CLUSTER (SKQC2).

Der Algorithmus sucht nun bei einem ersten Durchgang durch die Daten die bei-
den am weitesten voneinander entfernten Fälle. Zun̈achst werden die beiden ersten
Fälle genommen; ihre Variablenwerte und ihr Abstand werden gespeichert. Dann
wird der dritte Fall genommen und daraufhinüberpr̈uft, ob die k̈urzeste Distanz
von ihm zu einem der ersten beiden Fälle (d.h. den vorl̈aufigen Clustermittelpunk-
ten) gr̈oßer ist als die Distanz zu den beiden ersten Fällen. Wenn das der Fall ist, er-
setzt er denjenigen vorläufigen Clustermittelpunkt, dem er am nächsten liegt. Mit
allen folgenden F̈allen wird ebenso verfahren, so daß immer nur die Positionen der
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vorläufigen Clustermittelpunkte und ihre Distanzen gespeichert werden müssen.
(Diese Positionen und Distanzen werden von SPSS nur ausgegeben, wenn die
Option /CRITERIA ... NOUPDATE eingesetzt wird. In diesem Fall werden
allerdings f̈ur die endg̈ultige Berechnung der Clusterzugehörigkeiten auch nur die
im ersten Durchgang gefundenen am weitesten voneinander entfernten Fälle als
Clustermittelpunkte verwendet.)

Ohne die Option/CRITERIA ... NOUPDATE wird sodann eine erste Zuwei-
sung aller F̈alle zu den vorl̈aufigen Clustern vorgenommen. Deren Mittelpunkte
werden alsClassification Cluster Centersausgegeben:

Classification Cluster Centers.

Cluster V212 V213 V214 V215

1 4.5816 10.3732 9.6905 3.0913
2 10.1201 3.2893 4.9435 7.6474

Cluster V216 V217 V218 V219

1 7.4773 10.3162 10.3580 9.6900
2 9.7784 2.3445 2.3422 2.3572

Cluster V220 V221 V222 V223

1 2.7116 1.8687 8.0241 3.8151
2 10.0341 10.0610 2.0119 10.3927

Cluster V224 V225 V226 V227

1 10.0111 10.2255 1.7929 3.0347
2 2.1816 1.6317 9.9457 10.4019

Cluster V228 V229 V230 V231

1 10.4107 10.3033 2.0559 9.8184
2 2.2248 1.4955 10.1247 1.4907

In einem zweiten Durchgang durch die Daten werden nun dieseClassification
Cluster Centersals Clustermittelpunkte für die endg̈ultige Zuweisung der F̈alle
zu den Clustern verwendet: Jeder Fall gehört zu dem Cluster, dessen Clustermit-
telpunkt er am n̈achsten liegt. Nach dieser endgültigen Zuweisung der F̈alle zu
Clustern werden die endgültigen Clustermittelpunkte berechnet:

Final Cluster Centers.
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Cluster V212 V213 V214 V215

1 6.2819 8.9614 8.2239 7.1236
2 8.8364 4.5093 3.6215 4.8832

Cluster V216 V217 V218 V219

1 3.5444 8.6023 8.8224 7.4093
2 6.4626 4.4626 4.6262 4.6682

Cluster V220 V221 V222 V223

1 6.0193 3.8417 6.6911 5.1081
2 8.1168 6.7243 4.3364 7.9486

Cluster V224 V225 V226 V227

1 7.8571 8.6795 3.6486 6.0386
2 5.7290 3.7196 6.4299 8.7570

Cluster V228 V229 V230 V231

1 8.6062 8.4015 5.6023 6.7027
2 5.8925 3.9813 7.3505 3.8224

Außerdem werden die Entfernungen zwischen den Clustermittelpunkten ausgege-
ben:

Distances between Final Cluster centers.
Cluster 1 2

1 .0000
2 14.5655 .0000

Eine Varianzanalyse prüft, ob sich die Cluster in den einzelnen zur Analyse be-
nutzten Variablen signifikant unterscheiden:

Analysis of Variance.
Variable Cluster MS DF Error MS DF F Prob
V212 764.7097 1 4.9803 471.0 153.5483 .000
V213 2322.5834 1 3.4673 471.0 669.8549 .000
V214 2482.1568 1 4.5761 471.0 542.4151 .000
...
V229 2289.5140 1 5.6139 471.0 407.8268 .000
V230 358.1048 1 5.4751 471.0 65.4065 .000
V231 972.1195 1 4.2916 471.0 226.5149 .000
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Wie ersichtlich, unterscheiden sich die beiden Cluster auf allen Variablen höchst
signifikant.

Schließlich wird die Anzahl der F̈alle in den einzelnen Clustern angegeben:

Number of Cases in each Cluster.
Cluster unweighted cases weighted cases

1 259.0 259.0
2 214.0 214.0

Missing 27
Total 473.0 473.0

PLOT OF V212 WITH V215 BY SKQC2
+---+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+
| 2 2 2 |
| 2 2 $ 1 2 1 22212 12 |
| 222 2 2 2 $2 122 2 2 2 12 1 1 |
| 21 22 2 222 12 2$ 2 2 $ 211 |

10+ 222 2 2 22 122 22$12221$21212 2 +
S | 222 22222 2$ 1 22 $ 122 2$ 1 12 21 12 |
k | 2 222 2 1212222 1121 2$$2$221$11121 2 |
a | 2 2 22 22221 22$ 2 21121 $2 1 1 2 |
l | 22 22 2 2 212$ $1$1111$2 211 11 111 |
o 7.5+2 2 22 211 2 2 2 22 2$ 2 $1 21 1 1 1 +
m |2 2 22 22 22 1$ 11 1 111 21 111111 1 |
e | 2 22 2$$ 12 1211 12 1 1 1 1111 |
t |2 2 2 21 2 21 $1 1111 1 111 |
e | 2 111 111 11 1 1 1|
r 5+ 1 1 1 11211 1 11 11 1 +

| 21 1 1 11 1 1 |
S | 1 1 11 1 1 11 1 1 11 1 |
P | 1 11 1 1 1 111 1 |
D | 2 1 1 1 1 1111 1 1 1 1 |

2.5+ 1 1 1 1 1 1 +
| 21 1 1 1 111 |
| 2 1 1 1 |
| 1 1 |
| 1 1 1 |

0+ +
+---+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+

1 3 5 7 9 11
2 4 6 8 10

Skalometer FDP

Abb. 6.24: Vermutete CDU- und SPD-Ẅahler im Streuungsdiagramm aus FDP- und SPD-
Sympathie
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Die Clusterzugeḧorigkeit läßt sich nun weiter untersuchen, beispielsweise indem
— ähnlich wie bei der Einf̈uhrung der Diskriminanzanalyse (vgl. Kapitel 6.4) —
alle F̈alle mit einer Kennung in ein von zwei Variablen aufgespanntes Streuungs-
diagramm eingetragen werden (Abbildung 6.24).

Dieses Streuungsdiagramm̈ahnelt sehr demjenigen in Abbildung 6.17 (siehe Ka-
pitel 6.4); es liegt also nahe, in Cluster 1 den größten Teil der CDU-Ẅahler und
in Cluster 2 den gr̈oßten Teil der SPD-Ẅahler zu vermuten. Tatsächlich erbringt
eine Kreuztabellierung der Sonntagsfrage mit der ClustervariablenSKQC2das
folgende Ergebnis:

Cluster
Sonntagsfrage 1 2
CDU 170 6
SPD 51 152
FDP 20 4
Grüne 2 39

Es liegt nun nahe, einen̈ahnlichen Versuch mit mehr als zwei Clustern vorzu-
nehmen, um wom̈oglich auch die Ẅahlerschaften der kleineren Parteien aus den
Skalometerfragen zu rekonstruieren. Das Ergebnis ist — bei vier Clustern — wie-
derum eine mit der Varianzanalyse nachgewiesene perfekte Trennung. Es ergeben
sich vier Clustern mit 131, 215, 34 und 93 Fällen. Die Kreuztabellierung mit der
Sonntagsfrage zeigt, daß zwei Drittel der CDU-Wähler dem Cluster 1 und der
Rest dem Cluster 2 zugewiesen wurden, die SPD-Wähler verteilen sich auf die
Cluster 2 und 4, die FDP-Ẅahler verteilen sich gleichm̈aßig auf die Cluster 1 und
2, während die Ẅahler der Gr̈unen zur Ḧalfte im Cluster 3 und zu je einem Vier-
tel in den Clustern 2 und 4 liegen. DiëUbereinstimmung dieser Clusteraufteilung
mit den Antworten auf die Sonntagsfrage ist also bei den beiden großen Partei-
anḧangerschaften schlechter als im Zwei-Cluster-Fall (für die Anḧangerschaften
der kleineren Parteien gibt es naturgemäß keinen Vergleich). Die Frage, was mit
den beiden ClustervariablenSKQC2 und SKQC4eigentlich gemessen wird, ist
also nicht leicht zu beantworten. Wird vom Grundgedanken der Clusteranalyse
ausgegangen, so unterstellen die beiden alternativen Ergebnisse der Zwei- und
der Vier-Cluster-Analyse, daß es zwei bzw. vier (und mit noch mehr Versuchen
wahrscheinlich auch drei, vielleicht gar fünf oder sechs) gut separierbare Grup-
pen gibt, sie weisen es aber nicht nach. Um das hieraus resultierende Problem zu
veranschaulichen, kann ein Test durchgeführt werden, bei dem zwei simulierte,
normalverteilte und unkorrelierte Variablen für eine Zwei-Cluster-Analyse Ver-
wendung finden. Nach Konstruktion gibt es hier keine separierbaren Gruppen,



6.5. Clusteranalyse 215

denn alle F̈alle sind Realisierungen eines bivariat und unkorreliert normalverteil-
ten Zufallsvektors — aber auch hier liefertQUICK CLUSTERzwei (etwa gleich
große) Cluster, die (laut Varianzanalyse) höchst signifikant getrennt werden, ob-
wohl die Wahrscheinlichkeitsverteilung ihre höchste Dichte an der Gruppengren-
ze hat (im Prinzip ergibt sich dasselbe für mehr als zwei Cluster): ein Ergebnis,
das zur sorgf̈altigen Interpretation vonQUICK CLUSTER-Ergebnissen veranlas-
sen sollte. Genau genommen müßte immer gepr̈uft werden, ob die gemeinsame
Verteilung aller F̈alle mehrgipflig ist; dies ist jedoch mit Standardmethoden prin-
zipiell nicht möglich (vgl. [Troitzsch 1990, Herlitzius 1990]).

6.5.4 Agglomerative Verfahren: Ein Beispiel

Agglomerative Verfahren haben gegenüber den partitionierenden den Vorteil, daß
die Anzahl der entstehenden Cluster nicht im vorhinein festgelegt werden muß.
Vielmehr wird im Laufe des Verfahrens die Anzahl der jeweils aktuellen Cluster
immer weiter verkleinert, bis schließlich alle Fälle zu einem Cluster zusammen-
gefaßt sind. Auf jeder Stufe läßt sich beurteilen, wie gut die Cluster separiert sind.
Dank der großen Zahl von Distanzmaßen und Methoden der Zusammenfassung
bleibt aber auch hier genug (wenn nicht zuviel) Entscheidungsspielraum für den
Anwender, und auch hier ist eine sorgfältige Interpretation angebracht.

Wegen des hohen Speicherbedarfs lassen sich mit der PC-Version von SPSS nur
ungef̈ahr 260 F̈alle bearbeiten.

* SPSS-Aufruf: CLUSTER V212 TO V231
* /PRINT SCHEDULE /PLOT DENDROGRAM /MEASURE DEFAULT
* /SAVE CLUSTER (2,5) /METHOD COMPLETE (SKHCCO).

Die Clusteranalyse benutzt also auch hier sämtliche Skalometerfragen (V212
TO V231). Als Distanzmaß wird die Voreinstellung “quadratischer euklidi-
scher Abstand” (/MEASURE DEFAULT) verwendet, als “sorting strategy” das
“complete linkage” (/METHOD COMPLETE). Die Zugeḧorigkeit der F̈alle zu
den jeweiligen Clustern in den letzten fünf Agglomerationsschritten wird in
den SPSS-VariablenSKHCCO2bis SKHCCO5gespeichert (/SAVE CLUSTER
(2,5) ... (SKHCCO) ). Zur Beurteilung der Qualität der Ergebnisse werden
eineÜbersichtüber den Verlauf der Zusammenfassung (/PRINT SCHEDULE)
und ein Dendrogramm ausgegeben (/PLOT DENDROGRAM).

Zunächst werden die Distanzen zwischen allen Fällen ausgerechnet, sodann wer-
den die beiden F̈alle mit der geringsten Distanz zu einem Cluster vereinigt:



216 Kapitel 6. Multivariate Datenanalyse

Agglomeration Schedule using Complete Linkage
Clusters Combined Stage Cluster 1st Appears Next

Stage Cluster 1 Cluster 2 Coefficient Cluster 1 Cluster 2 Stage
1 126 127 7.000000 0 0 17
2 168 169 8.000000 0 0 106
3 190 191 9.000000 0 0 60
4 242 249 11.000000 0 0 24
5 101 213 14.000000 0 0 53
6 74 100 14.000000 0 0 22
7 176 240 16.000000 0 0 60
8 146 223 16.000000 0 0 61
9 16 178 17.000000 0 0 41

10 12 55 17.000000 0 0 27
11 167 228 18.000000 0 0 40
12 98 131 18.000000 0 0 123
13 81 123 18.000000 0 0 33
14 134 162 20.000000 0 0 51
15 96 132 20.000000 0 0 26
16 13 17 20.000000 0 0 86
17 126 239 21.000000 1 0 81
...
80 114 141 46.000000 0 40 161
81 16 126 46.000000 41 17 129
82 120 121 46.000000 0 0 123
...

112 3 231 62.000000 0 0 199
113 124 149 62.000000 0 0 184
114 33 81 62.000000 70 98 192
...
128 19 224 70.000000 0 0 202
129 16 150 70.000000 81 0 162
130 91 103 71.000000 0 0 186
...
199 3 50 150.000000 112 0 244
...
239 1 70 376.000000 227 230 246
240 11 72 414.000000 235 214 247
241 14 23 414.000000 232 233 243
242 4 8 447.000000 237 234 245
243 10 14 477.000000 236 241 248
244 2 3 499.000000 238 199 245
245 2 4 641.000000 244 242 247
246 1 5 647.000000 239 228 248
247 2 11 679.000000 245 240 249
248 1 10 824.000000 246 243 249
249 1 2 1397.000000 248 247 0
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Der ersten Zeile ist zu entnehmen, daß die beiden Fälle mit der geringsten Distanz
die F̈alle 126 und 127 — Distanz 7 — sind. Sie werden zu einem Cluster vereinigt,
das die Nummer 126 bekommt, wie — der Verweis findet sich in der letzten Spalte
von Zeile 1 — in Zeile 17 zu sehen, denn dort wird das Cluster 126 mit dem
Fall 239 vereinigt; die Distanz des Falles 239 zu dem am weitesten entfernten
Mitglied des Clusters 126 beträgt 21. In den n̈achsten beiden Spalten erfährt man,
daß Cluster 126 zuletzt in Zeile 1 ergänzt wurde, ẅahrend Cluster 239 als Cluster
noch gar nicht vorkam. Der Eintrag “81” in der letzten Spalte läßt erkennen, daß
es in Zeile 81 mit der Erg̈anzung des Clusters 126 weitergeht.

Im einzelnen l̈aßt sich dieses anhand der Originaldaten verfolgen:

Nr V212 V231
126 8 5 5 6 7 4 4 4 7 7 6 7 6 5 7 9 6 6 8 6

! ! ! ! ! ! !
127 8 5 6 5 7 4 4 4 7 6 5 7 6 5 7 10 7 7 8 6

! ! ! ! ! ! ! ! ! !! !! !!
239 8 5 5 4 7 5 5 4 8 7 5 7 5 5 8 8 7 7 6 4

!! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !! !!
126 8 5 5 6 7 4 4 4 7 7 6 7 6 5 7 9 6 6 8 6

Wie sofort ersichtlich ist, unterscheiden sich die Fälle 126 und 127 an sieben
Positionen jeweils um 1, ẅahrend sich der Fall 239 sowohl von Fall 126 als auch
von Fall 127 an drei Positionen um 2 und an neun Positionen um 1 unterscheidet
(9 × 12 + 3 × 22 = 21). In dieser Weise werden alle Eintragungen in der Matrix
der Distanzen zwischen allen Fällen abgearbeitet.

In welcher Weise die F̈alle zu Clustern zusammengefügt worden sind, l̈aßt sich au-
ßer in derÜbersicht auch noch in sogenannten “Eiszapfendarstellungen” (“icicle
plots”) — die aber nur f̈ur kleine Fallzahlen wirklich anschaulich sind — und
im Dendrogramm sehen. Das Dendrogramm ist ein Baum, an dessen Blättern die
Fälle erscheinen, ẅahrend die inneren Knoten Clusterzusammenfügungen wie-
dergeben.

Die folgende Abbildung ist ein Ausschnitt aus jenem Dendrogramm, das zur Inter-
pretation der Informationen aus der tabellarischenÜbersicht von Seite 216 erzeugt
wurde. Die waagerechten Entfernungen zwischen den Knoten (+) im Dendro-
gramm repr̈asentieren die Distanzen (Coefficient in der Übersicht). Kaum
zu erkennen ist, daß jeder Knoten einem Schritt (Stage ) entspricht. Mit die-
sen Erl̈auterungen l̈aßt sich nun nachvollziehen, daß die Fälle 3 und 231 (im
112. Schritt) bei einer Distanz von 62 vereinigt werden. Dem so entstandenen
Cluster wird (im 199. Schritt,Next Stage ) der Fall 50 (Distanz 150) hinzu-
gefügt. Dieses Cluster wird (im 244. Schritt) bei einer Distanz von 499 mit dem
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Cluster 2 vereinigt (das zu diesem Zeitpunkt dieübrigen 20 in dem Ausschnitt
aufgez̈ahlten F̈alle umfaßt). Dieses 23-Fälle-Cluster wird unter der Clusternum-
mer 2 mit dem Cluster 4 vereinigt usw., bis schließlich für den letzten Schritt —
im Dendrogramm-Ausschnitt nicht enthalten — nur noch zwei Clusterübrigblei-
ben, die eine Distanz von 1397 zueinander aufweisen.

3 -+---+ |
| | |

231 -+ +-----------+ |
| | |

50 -----+ | |
| |

124 -+---+ | |
| | | |

149 -+ +---+ | |
| | | |

63 -+-+ | | | |
| | | | | |

94 -+ +-+ | +-----+
| | |

45 -+-+ +---+ |
| | | |

247 -+ | | |
| | |

19 ---+-+ | | |
| | | | |

224 ---+ +---+ | |
| | |

7 -+-+ | | |
| | | | |

166 -+ +-+ +---+
| |

2 ---+ |
|

56 ---+-----+ |
| | |

216 ---+ | |
| |

165 -+---+ | |
| | | |

180 -+ | +---+
| |

78 -+-+ +-+ |
| | | | |

177 -+ | | | |
| | | |

92 ---+-+ +-+
| |

214 ---+ |
|

88 -------+
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Zur Beurteilung dieser Distanz gilt es zu vergegenwärtigen, daß 1397 sich zum
Beispiel als Summe von 20 Quadratzahlen in der Größenordnung von 70 ergibt;
zwei F̈alle, die sich an allen 20 Positionen um 8 oder 9 Skaleneinheiten unter-
scheiden, werden also eine Distanz zwischen 1280 und 1620 haben, wobei hier
noch einmal daran zu erinnern ist, daß die Distanz zwischen zwei Clustern bei der
“complete linkage”-Methode die Distanz zwischen den am weitesten entfernten
Fällen aus beiden Clustern ist.

Wie bei den partitionierenden Verfahren ist es auch bei den agglomerativen
zweckm̈aßig, zur Interpretation der Cluster andere Variablen hinzuzuziehen. Die
erste Pr̈ufung mag der Frage gelten, ob die Cluster des “complete linkage”-
Verfahrens mit denen des partitionierenden Verfahrensübereinstimmen. Bei den
Zwei-Cluster-L̈osungen ergibt sich eine gutëUbereinstimmung: Mehr als 90%
aller F̈alle sind von beiden Methoden in die gleichen Cluster eingeordnet worden:

Agglomerativ:
Partitionierend: Cluster 1 Cluster 2
Cluster 1 131 7
Cluster 2 14 98

Cluster 1 ist auch bei der agglomerativen Methode ein CDU-Wähler-Cluster: 93
von 98 CDU- und 11 von 14 FDP-Ẅahlern finden sich hier, ẅahrend sich in Clu-
ster 2 die meisten (rund zwei Drittel) der SPD-Wähler und fast alle Ẅahler der
Grünen befinden.

Der Versuch, mittels der Diskriminanzanalyse zu prüfen, wie gut sich aus den
Skalometerfragen die Clusterzugehörigkeit rekonstruieren läßt, ergibt einen Pro-
zentsatz richtiger Klassifikationen von 96% für das Zwei-Cluster-Ergebnis, für
die Ergebnisse mit drei bis fünf Clustern, d.h. vor den abschließenden Zusam-
menf̈ugungen, ergeben sich 92.8%, 89.6% bzw. 91.2%, was zugleich bedeutet,
daß sich die Cluster auch hinsichtlich der 20 Variablen hochsignifikant unterschei-
den.

Die Übersichtüber die Schritte zur Agglomeration erlaubt eine vorsichtige Beant-
wortung der Frage, zu wievielen Clustern sich die Fälle zusammenfügen lassen.
Immer dort, wo zwischen zwei Schritten die Distanz zwischen zwei zusammen-
zufügenden Clustern stark ansteigt, ist es angemessen, die Zusammenfügung nicht
fortzusetzen, ist doch das neu zusammengefügte Cluster wesentlich weniger ho-
mogen als alle bisherigen. So spricht viel für eine Zwei-Cluster- und wenig für
eine Ein-Cluster-L̈osung, denn die Vereinigung der letzten beiden Cluster ergibt
ein Cluster mit einer maximalen Distanz zwischen den Fällen von 1397, ẅahrend
die beiden letzten Cluster interne Distanzen von nur 679 bzw. 824 haben. Auch
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schon die Vereinigung der Cluster 2 und 4 im Schritt 245 (und damit alle späteren
Vereinigungen) ẅare vielleicht unangemessen gewesen, denn während Cluster 2
und 4 interne Maximaldistanzen von 447 und 499 haben, bringt es das vereinig-
te Cluster auf eine anderthalb mal so hohe interne Maximaldistanz von 641. Es
lägen dann allerdings sechs Cluster mit den Fallzahlen 53, 23, 62, 2, 90 und 20
vor, deren inhaltliche Interpretation nicht ganz unproblematisch ist:

Cluster
Partei 1 2 3 4 5 6
CDU 47 1 4 1 45
SPD 2 18 36 34 17
FDP 4 1 1 7 1
Grüne 2 16 1
??? 1
Nichtw. 1 3 3 1
sysmiss 2 1

53 23 62 2 90 20

Cluster 1 besteht wiederum zum größten Teil aus CDU-Ẅahlern, Cluster 2 und
Cluster 6 jeweils zum größten Teil aus SPD-Ẅahlern, das große Cluster 3 besteht
sowohl aus SPD-Ẅahlern als auch aus Ẅahlern der Gr̈unen. Cluster 5 umfaßt
neben fast der Ḧalfte der CDU- und einem Drittel der SPD-Ẅahler auch die Ḧalfte
der FDP-Ẅahler. Cluster 4 schließlich besteht aus einem CDU- und einem Grün-
Wähler. Auch hier erweist eine Diskriminanzanalyse einen Klassifikationserfolg
von 91.2%, daneben erlaubt sie aber auch eine zweidimensionale Darstellung der
Fälle und Cluster (Abb. 6.25).

Alle Angeḧorigen des Clusters 1 finden sich ganz rechts, die Angehörigen der
Cluster 2, 3 und 6 ganz links (2 und 6 links oben, 3 links unten), die Mitglieder des
Clusters 5 versammeln sich in der Mitte und etwas rechts von der Mitte, während
die beiden Mitglieder des Clusters 4 ihre Positionen etwas rechts von der Mitte
und ganz weit unten einnehmen. Die erste der beiden Diskriminanzfunktionen
ist also (vgl. S. 201) wieder die “links”-“rechts”-Dimension, die zweite dürfte
eine Dimension der politischen Zufriedenheit (vgl. [Troitzsch 1990]) sein. Mit
ein wenig Phantasie (und dem Rückgriff auf eine entsprechende Frage aus der
Wahlstudie) lassen sich die Cluster als (nicht ganz sauber abgegrenzte) Gruppen
von Bef̈urwortern verschiedener Koalitionen auffassen: 1 CDU/CSU-FDP, 2 “rot-
grün” (oder allenfalls sozialliberal), 3 “rot-grün” (oder allenfalls Große Koalition),
4 “schwarz-gr̈un”, 5 auf jeden Fall Koalition, 6 Große Koalition oder sozialliberal.
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PLOT OF SKHCSCO2 WITH SKHCSCO1 BY SKHCCL6
Z +----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+---+
w | |
e | 6 5 |
i | 5 |
t | |
e 2.25+ 2 666 5555 5 5 5 5 5 +

| 2 2 2 66 5 6 $ 555 555 55 |
D | 2 6 5 65 55 5 555 5 |
i | 2 6 6 $65 6 5 5 5 15 5 1 1 |
s | 2 2 2 2 2 2 $ 5 55555 5515 1 11 11 |
k 0+ 2 2 $ 2 $ 63$ 5555 55 51 11111 11 +
r | 2 3 $ 633 3333$ 5$55 111 1111 1 |
i | 2 2 3 33 333 3 333 55 5 1 111 1 |
m | 3 3 3 3 3 3 115 11 1 111 |
i | 3 3 3 3 3 3 51 1 1 1 |
n -2.25+ 3333 33 1 +
a | 33 3 3 1 |
n | 3 |
z | 3 3 |
f | 3 |
u -4.5+ 3 4 +
n | |
k | |
t | |
i | 4 |
o -6.75+ +
n +----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+----+---+

-5 -3 -1 1 3 5
-4 -2 0 2 4

Erste Diskriminanzfunktion

Abb. 6.25: Streuungsdiagramm aus Fällen und Clustern

Cluster
Koalitionspr̈aferenz 1 2 3 4 5 6
CDU/CSU-FDP 42 2 37
CDU/CSU-SPD 7 2 11 23 11
SPD-Gr̈une 1 11 36 11 2
SPD-FDP 1 8 6 10 5
CDU/CSU allein 1 1
SPD allein 1 1
sonstiges 1 2 3 1
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6.5.5 Vergleich verschiedener agglomerativer Verfahren

Abschließend soll anhand des Beispiels untersucht werden, welche Auswirkun-
gen auf das Ergebnis der Clusteranalyse die Wahl eines anderen Distanzmaßes
oder einer anderen Agglomerationsmethode hat. Der Vergleich der Agglomerati-
onsmethoden beschränkt sich dabei auf folgende Methoden:

• WAVERAGE, eine der beiden “average linkage”-Methoden: bei ihr wird als
Distanz zwischen zwei zu vereinigenden Clustern die mittlere Distanz aller
Fälle des Vereinigungsclusters genommen.

• BAVERAGE, die andere “average linkage”-Methode: bei ihr wird als Di-
stanz zwischen zwei zu vereinigenden Clustern der Mittelwert aller Distan-
zen von jedem Fall aus einem Cluster zu jedem Fall aus dem anderen Cluster
genommen.

• SINGLE: als Distanz zwischen zwei Clustern gilt die kürzeste Distanz zwi-
schen je einem Fall aus jedem Cluster.

• COMPLETE: als Distanz zwischen zwei Clustern gilt die längste Distanz
zwischen je einem Fall aus jedem Cluster.
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Als Distanz zwischen den Clustern gelten also die Mittelwerte der in den vier
Abbildungen oben eingezeichneten Entfernungen.
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Im vorliegenden Beispiel sind die Ergebnisse mit der “single linkage”-Methode
praktisch nicht brauchbar. In den letzten 35 Agglomerationsschritten werden
32 einzelne F̈alle und drei ganz kleine Cluster mit dem bis dahin einzi-
gen, großen Cluster vereinigt. Es zeigt sich hier der auch in der Literatur
([Aldenderfer/Blashfield 1984, S. 39]) diskutierte Effekt der Kettenbildung, der
daraus folgt, daß es im allgemeinen genügend einzelne F̈alle gibt, die nahe an der
Grenze des ersten gebildeten Clusters liegen.

Die Ergebnisse der beiden “average linkage”-Methoden kommen den Ergebnissen
des “complete linkage”, die hier als Referenzmethode gedient hat, ziemlich nahe,
wenn auch im FalleBAVERAGE— ähnlich wie beim “single linkage” — ganz
zum Schluß noch einige bis dahin nicht berücksichtigte einzelne F̈alle angef̈ugt
werden, so daß L̈osungen mit wenigen Clustern eine Reihe ganz kleiner Cluster
enthalten. Demgegenüber haben die MethodenWAVERAGEund COMPLETEbei
jeweils vier Clustern knapp 80% der Fälle gleich gruppiert (bei jeweils zwei Clu-
stern betr̈agt dieÜbereinstimmung sogar 94%).

Unterschiedliche Distanzmaße können sich ebenfalls auf die Clusterbildung aus-
wirken. Der quadratische euklidische Abstand und der euklidische Abstand haben
bei “single linkage” und “complete linkage” das gleiche Ergebnis, da es ja nur
auf die Ordnung der Distanzen ankommt; wo hingegen Mittelwerte der Distan-
zen gebildet werden, verändern sich die Ergebnisse naturgemäß, denn der Mit-
telwert der Quadratwurzeln ist nicht gleich der Quadratwurzel des Mittelwerts.
Im vorliegenden Beispiel kommen die Ergebnisse der City-Block-Distanz dem
(quadratischen) euklidischen Abstand, der hier als Referenz dient, näher als die
Ergebnisse der Chebyshev-Distanz. City-Block- und Euklid-Ergebnisse stimmen
bei einer Vier-Cluster-L̈osung zu 72%, bei einer Drei-Cluster-Lösung zu 75.6%
und bei einer Zwei-Cluster-L̈osung zu 82%̈uberein. Die entsprechenden Zahlen
für die Chebyshev-Distanz lauten 45.2%, 52.8% und 65.2%. Da diese beiden Di-
stanzmaße im vorliegenden Beispiel ohnehin unangemessen sind, lohnt es nicht,
die Ergebnisse weiter zu diskutieren, der Vergleich lehrt aber, daß die Entschei-
dungenüber das zu ẅahlende Distanzmaß — ebenso wieüber die zu ẅahlende
Agglomerationsmethode — nicht leichtfertig gefällt werden d̈urfen.
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Anhang A

Exkurse zu ausgeẅahlten Themen

A.1 Multivariate Modellbildung in der Meßtheorie
(Indexbildung)

Unter dem Begriff “Index” wird ein Meßmodell der folgenden Art verstanden:1

Ik = f(x1, x2, . . . , xk)

Die Variablenx1, x2, . . . , xk werden alsIndikatorender zu messenden Variablen
X bezeichnet und stellen die Elemente des IndexesIk dar. Ihre Anzahlk bestimmt
auch die Freiheitsgrade des Indexes. Bezüglich der zu messenden VariablenX
sind diexi durch folgende Relation definiert:

xi = gi(X, Z1, Z2, . . . , Zn)

wobeiZj (j = 1, 2, . . . , n) eine Reihe von Variablen darstellt, die die Messung
vonX durchIk beeinflußt. Die Konstruktion eines IndexesIk bedeutet demnach,
die Funktionenf undgi so zu definieren, daß

Ik = h(X) + eIk

wobei angenommen wird, daß

eIk
< eIk−1

Das SymboleIk
kennzeichnet den Meßfehler, d.h. die Summe der zufallsbeding-

ten Schwankungen, deren mathematische ErwartungE(e) gleich Null ist.

Bemerkungen:

1vgl. [Besozzi/Zehnpfennig 1976, S. 12ff]
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• Anzahl der Indikatoren des Meßmodells:k ≥ 2

• Kriterium für die Bestimmung der Anzahl der Indikatoren ist die Größe des
Meßfehlers innerhalb einer modellspezifischen Meßgenauigkeit.

• Die zu messende VariableX ist meistens nicht nur mitk, sondern vielmehr
mit m (für m > k) beobachtbaren Variablen funktional verbunden. Die
Funktion f̈ur Ik definiert dementsprechend nur eine mögliche Untermenge

AIk
(x1, x2, . . . , xk)

aus der Menge

BIk
(x1, x2, . . . , xk . . . , xm)

derm Variablen, die f̈ur die Messung vonX aufgrund einer Theorie vonX
in Frage kommen (Meßtheorie). Die Auswahl vonk Indikatoren zur Mes-
sung vonX setzt die Entwicklung von Kriterien voraus, nach denen eine
optimale Indikatorenmenge identifiziert werden kann.

Weitere Voraussetzung für die meßtheoretische Modellbildung:

1. Entwicklung einer Meßtheorie bzw. eines Modells, daß die Beziehungen
zwischen manifesten Variablen (Indikatoren) und latenten Variablen (Index)
erklärt (kausalanalytischer Ansatz der Indexbildung).

2. Spezifikation der Störvariablen(Zj) und der Bedingungen, unter denen von
ihrem Einfluß auf die Messung abgesehen werden kann.

3. Spezifikation des funktionalen Zusammenhangs zwischen der Indikatorva-
riablen und der zu messenden theoretischen Variablen. Bestimmung der In-
dikatorfunktiongi.

4. Spezifikation der Art des funktionalen Zusammenhangs zwischen der zu
messenden theoretischen Variablen und den Indikatorvariablen — Gewich-
tung der Einzelindikatoren und Bestimmung der Indexfunktionf .
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Beispiel: Ansatz einer Meßtheorie für das Konstrukt “Parteisympathie”

Hypothese: Parteisympathie ist eine Projektion der persönlichen Sympathien
und Antipathien gegen̈uber einzelnen Parteipolitikern auf eine Par-
tei.

Erklärung: Inhalte spielen eine immer untergeordnetere Rolle in der Politik:

• kaum unterscheidbare Programmatik in wichtigen Politikfel-
dern: Frieden, Wohlstand, Sicherheit, Umwelt

• Medienvermarktung von Politik

X : Parteisympathie

xi : Sympathieskalometervariablen zu Politikern

“Und was halten Sie — so ganz allgemein — von dem Politiker
<XXX >?
Sagen Sie es bitte anhand einer Skala von+5 bis−5:
+5 bedeutet, daß Sie sehr viel von<XXX > halten.
−5 bedeutet, daß Siëuberhaupt nichts von ihm halten.”

Zj : • Anwortvorgaben

• Frageformulierungseinfl̈usse

• situative Einfl̈usse (z.B. Anwesenheit Dritter, Interviewerverhalten)

gi : Im Sinne der Definition von “Messen” (vgl. Kapitel 2) bezeichnen diegi

jeweils die Zuordnung der Sympathie für einen Politiker auf einer Skala von
−5 bis+5.

f : Mit Hilfe einer Faktorenanalyse werden die manifesten Sympathieskalome-
tervariablenxi zu zwei Faktoren “zusammengefaßt” (vgl. Kapitel 6.3.6):

f1(= I1) : Sympathie Regierung
f2(= I2) : Sympathie Opposition
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Grundlage der Faktorenanalyse ist dabei die Annahme einerlinearenBezie-
hung zwischen manifesten und latenten Variablen, d.h. (vgl. Kapitel 6.3.7)

F = f(Z)

= ZB

mit:
F : (n× r)–Matrix der Faktorwerte
Z : (n×m)–Matrix der standardisierten Indikatorenwerte
B : (r ×m)–Matrix der Gewichtungskoeffizienten
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A.2 Wahrscheinlichkeitsfunktion, Verteilungsfunk-
tion

Der Begriff der “Wahrscheinlichkeitsverteilung”2 ergibt sich aus der Frage, wie
sich die Wahrscheinlichkeiten bei einem Zufallsexperiment auf die verschiedenen
Ereignisse (= Realisierungen einer Zufallsvariablen) verteilen. Entsprechend dem
Skalenniveau der zugrunde liegenden Zufallsvariablen wird zwischenstetigenund
diskretenWahrscheinlichkeitsverteilungen unterschieden.

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung läßt sich allgemein durch zwei Funktionen
beschreiben:

• Wahrscheinlichkeitsfunktionf(X):

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion gibt an, mit welchen Wahrscheinlichkei-
ten die verschiedenen Ereignisse der Zufallsvariablen vorkommen können.

Beispiel:

– diskret: Wahrscheinlichkeit, eine bestimmte Zahl zu würfeln.

Sie betr̈agt für jeden Wurf1/6, und es gilt

6∑
i=1

f(xi) = 1

– stetig: Normalverteilung

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion beschreibt hier eine Wahrscheinlich-
keitsdichte, f̈ur die gilt ∫ ∞

−∞
f(v)dv = 1

• VerteilungsfunktionF (x):

Die Verteilungsfunktion gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der die Zufalls-
variable kleiner ist alsx, d.h.

F (x) = P (X ≤ x)

2vgl. [Kreyszig 1979, S. 70ff]



230 Anhang A. Exkurse zu ausgewählten Themen

Beispiel:

– diskret: Wahrscheinlichkeit, eine bestimmte Zahl oder eine kleinere zu
würfeln

Die Verteilung f̈ur die Zahl3 betr̈agtF (3) = P (X ≤ 3) = 3/6, und
es gilt allgemein:

F (x) =
∑
xi≤x

f(xi)

– stetig: Normalverteilung

Allgemein gilt:

F (x) =
∫ x

−∞
f(v)dv

Weiterhin gilt folgende Beziehung zwischen Wahrscheinlichkeitsfunktion und der
Verteilungsfunktion:

P (a < x ≤ b) = F (b)− F (a) =
∫ b

a
f(v)dv
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A.3 Konstruktion von Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen

1. Konstruktion einer χ2-verteilten Zufallsvariablen

Seienz1, . . . , zn stochastisch unabhängige, normalverteilte Zufallsvariablen:

zi ∼ N(0, 1), (i = 1, . . . , n)

Dann ist die durch

χ2 =
n∑

i=1

z2
i

definierte Zufallsvariablezentral-χ2-verteiltmit n Freiheitsgraden.

6 f(χ2)

-
χ2

kritischer Wert:
Freiheitsgrade:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
3.84
df=1

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppp pppppp pppppp pppppp pppppp pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp
5.99
df=2

pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp ppppppppppppppp pppp pppp
pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp

9.49
df=4

pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp pppp ppppppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp p
15.5
df=8

ppppppp

Abb. A.1: Graph derχ2-Verteilung
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2 Konstruktion einer t-verteilten Zufallsvariablen

Seiz eine standardnormalverteilte Zufallsvariable undv eine zentral-χ2-verteilte
Zufallsvariable mitn Freiheitsgraden. Dann ist die Zufallsvariablet

t =
z√
v

n

einezentral-t-verteilteZufallsvariable mitn Freiheitsgraden.

6fdf (t)

-
t-3 -2 -1 0 1 2 3

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp df = 1pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp p
ppppppp pppppppp pppppppp pp

pppppp pppppppp pppppppp p
ppppppp pppppppp pppppppp pppppppp

pppppppp pppppppp pppppppp pp df = 9pppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp pppppppp ppppppppppppppppp pppppppppppppppp pppppppppppppppp pppppppppppppppp pppppppppppppppp pppppppppppppppp pppppppppppppppp
pppppppppppppppp pppppppppppppppp pppp
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Abb. A.2: Graph dert-Verteilung
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3. Konstruktion einer F -verteilten Zufallsvariablen

Seienv1 undv2 zwei stochastisch unabhängige, zentral-χ2-verteilte Zufallsvaria-
blen mitdf1 bzw.df2 Freiheitsgraden. Dann ist die ZufallsvariableF

F =
v1/df1

v2/df2

=
v1 · df2

v2 · df1

einezentral-F -verteilteZufallsvariable mitdf1 Zähler- unddf2 Nennerfreiheits-
graden.

6

-

0 1 2 3 x

f(x)
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Abb. A.3: Graph derF -Verteilung

Ebenso wie f̈ur die Normalverteilung liegen auch die Werte derχ2-, t- und F -
Verteilung tabelliert vor, so daß anhand einer vorgegebenen (Vertrauens-) Wahr-
scheinlichkeit sowie den vorliegenden Freiheitsgraden die zugehörigen Intervall-
grenzen ermittelbar sind.



234 Anhang A. Exkurse zu ausgewählten Themen

A.4 Der maximale KontingenzkoeffizientCmax

Bei r × r-Tabellen mit maximaler Assoziation sind nur die Felder in der Diago-

nalen belegt. Jedes Diagonalfeld enthält den Wert
1

r
N .

1

r
N

1

r
N

...
1

r
N

N

Für dier Felder in der Diagonalen (von links oben nach rechts unten) gilt:

hij =
1

r
N

ĥij =
1

r2
N

hij − ĥij =
1

r
N − 1

r2
N

(hij − ĥij)
2 =

1

r2
N2 − 2

r3
N2 +

1

r4
N2

(hij − ĥij)
2

ĥij

=
N2 r2

r2 N
− 2N2 r2

r3 N
+

N2 r2

r4 N
= N − 2N

r
+

N

r2

Für dieübrigenr2 − r Felder gilt:

hij = 0

ĥij =
1

r2
N

hij − ĥij = − 1

r2
N

(hij − ĥij)
2 =

1

r4
N2

(hij − ĥij)
2

ĥij

=
N2 r2

r4 N
=

1

r2
N
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=⇒

χ2
max = r(N − 2N

r
+

N

r2
) + (r2 − r)

1

r2
N

= rN − 2N +
N

r
+ N − N

r

= (r − 2 +
1

r
+ 1− 1

r
)N = (r − 1)N

Cmax =

√√√√ (r − 1)N

(r − 1)N + N
=

√
(r − 1)N

rN
=

√
r − 1

r
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A.5 Die Kovarianz zweier Variablen

Die Kovarianz beschreibt die (gemeinsame) Varianz zweier Variablen und ist eine
weitere charakteristische Maßzahlüber den Zusammenhang zweier Variablen, sie
hängt eng mit dem Produkt-Moment-Korrelationskoeffizientenr zusammen.

cov(x, y) =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

Für standardisierte Variablen (s2
x∗ = s2

y∗ = 1, x̄∗ = ȳ∗ = 0) gilt:

cov(x∗, y∗) = r = b1

Weitere Eigenschaften der Kovarianz:

1. Das Vorzeichen der Kovarianz definiert die Richtung der Beziehung zwi-
schen zwei Variablen.

2. Sind die beiden Variablen statistisch unabhängig, n̈ahert sich der Wert der
Kovarianz dem Betrag 0.

3. Der Wert der Kovarianz liegt für jede Gesamtheit in dem Intervall:

−
√

var(x)
√

var(y) ≤ cov(x, y) ≤
√

var(x)
√

var(y)

Ober- und Untergrenze der Kovarianz variieren also von Grundgesamtheit
zu Grundgesamtheit (von Stichprobe zu Stichprobe), sie sind aber für jede
Grundgesamtheit (Stichprobe) fest.
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ȳy

x

6

0
1
2
3
4
5
6
7

-

0 1 2 3 4 5 6 7

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

Kovarianz = 0

Abb. A.4: Graphische Darstellung der Kovarianz
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A.6 Varianzzerlegung von y (x,y metrisch skaliert)

(yi − ȳ) = (yi − ŷi) + (ŷi − ȳ)

(yi − ȳ)2 = (yi − ŷi)2 + (ŷi − ȳ)2

+ 2(yi − ŷi)(ŷi − ȳ)

n∑
i=1

(yi − ȳ)2 =
n∑

i=1

(yi − ŷi)2 +
n∑

i=1

(ŷi − ȳ)2

+ 2
n∑

i=1

(yi − ŷi)(ŷi − ȳ)︸ ︷︷ ︸
=0, s. Folgeseite

=
n∑

i=1

(yi − ŷi)2 +
n∑

i=1

(ŷi − ȳ)2

Gesamtvariation = nicht erkl̈arte Variation + (durch x) erkl̈arte Variation

1 =
nicht erkl̈arte Variation

Gesamtvariation
+

erklärte Variation
Gesamtvariation

1 =

n∑
i=1

(yi − ŷi)2

n∑
i=1

(yi − ȳ)2
+

n∑
i=1

(ŷi − ȳ)2

n∑
i=1

(yi − ȳ)2

1 −

n∑
i=1

(yi − ŷi)2

n∑
i=1

(yi − ȳ)2
=

n∑
i=1

(ŷi − ȳ)2

n∑
i=1

(yi − ȳ)2

R2 =

n∑
i=1

(ŷi − ȳ)2

n∑
i=1

(yi − ȳ)2
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Abb. A.5: Graphische Erläuterung der Varianzzerlegung

Herleitung :0 =
n∑

i=1

(yi − ŷi)(ŷi − ȳ)

=
n∑

i=1

(yi − [ȳ − b1x̄ + b1xi])([ȳ − b1x̄ + b1xi]− ȳ)

=
n∑

i=1

((yi − ȳ)− b1(xi − x̄))(b1(xi − x̄))

=
n∑

i=1

[(b1(xi − x̄)(yi − ȳ)− (b2
1(xi − x̄)2)]

= b1

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)− b2
1

n∑
i=1

(xi − x̄)2

=
∑n

i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)∑n
i=1(xi − x̄)2

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)−
(∑n

i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)∑n
i=1(xi − x̄)2

)2 n∑
i=1

(xi − x̄)2

=
(
∑n

i=1(xi − x̄)(yi − ȳ))2∑n
i=1(xi − x̄)2

−
(
∑n

i=1(xi − x̄)(yi − ȳ))2

(
∑n

i=1(xi − x̄)2)2

n∑
i=1

(xi − x̄)2

=
(
∑n

i=1(xi − x̄)(yi − ȳ))2∑n
i=1(xi − x̄)2

−
(
∑n

i=1(xi − x̄)(yi − ȳ))2∑n
i=1(xi − x̄)2

= 0
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1973.

[Frey/Kunz/L̈uschen 1990] J. Frey; G. Kunz; G. Lüschen.Telefonumfragen in der
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unabḧangige 96, 127
zu erkl̈arende 96, 127

Variablengruppierung 27
Varianz 39
Varianzanalyse 210
Varianzzerlegung 238
Variationsbreite 37
VARIMAX 181
Verfahren

agglomeratives 207, 215
partitionierendes 209, 210

Verteilungsfunktion 229
Vertrauensintervall 49, 56
Vorhersagefehler 76

W

Wahrscheinlichkeitsfunktion 229
Wahrscheinlichkeitsverteilung 229
Ward’s method 208
Wilks’ Lambda 199

Wissensbasiertes System 12
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